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FORMÉES 


AVEC LES ITÉRÉES D’UNE FRACTION RATIONNELLE 


Par M. Gaston JULIA 


Introduction. — L'étude des séries du type Za,R,(z), où les a, sont 
des constantes, et les R, les itérées d’une fraction rationnelle R(z) 
[voir C. R. Acad. Sc., 180 et 181, et Acta Mathematica, t. 56 (Mémoire 
sur la convergence... )| m’a conduit, de la façon la plus naturelle, à un 
type très général de fonctions continues sans dérivées, dans lequel 
figure l'exemple célèbre que Weierstrass a, le premier, donné de ce 
fait. On s’est borné ici aux fractions les plus simples, à savoir les frac- 
tions rationnelles à cercle fondamental régulières de la première 
espèce. 

On a porté son attention d’une manière toute spéciale sur les anté- 
cédents successifs d’un point double (ici le point +1) situé sur le 
cercle fondamental ©, lesquels, on le sait (voir n° 1 du présent 
Mémoire), ont pour ensemble dérivé la circonférence entière. 

En considérant les valeurs de 


S2)=> an Ry(Z) 


Ann. Ec. Norm., (3), XLVILL. — Janvier 1931, I 


2 GASTON JULIA. 


aux antécédents consécutifs d'ordre p, Z'? et Z? qui encadrent un 
point Z, arbitraire de €, on voit d’abord que Z7 et zy tendent yee Lo 
pour p =o, onévalue sommairement l’ordre infinitésimal de|Z"—Z, | 
et de|S(Z”) — S(Z”)| d'où l'on déduit, sous certaines conditions, que 


le quotient différentiel devient infini avec p au point Zo. 


1. Soit R(Z) une fraction de degré d, rationnelle, a cercle fonda- 
mental C[|Z|—=1], régulière et de première espèce (voir Principes 
géométriques d’ Analyse, X, p. 58, a, et aussi Acta, t. 56, p. 160, n° 7). 
Elle admet deux points doubles attractifs « et 5 symétriques par rap- 
port à C[a—R(a); |s=R’(a)|<1] et d—1 points doubles répul- 
sifs situés sur €. Sans restreindre la généralité, on peut supposer 
que +1en est un [R(+1)=+1, R'(+1)>1]. J'ai démontré ail- 
leurs [voir Mémozres sur l'itération des fractions rationnelles (J. de Jor- 
dan, 1918, n°21) et Principes géométriques d'Analyse, I, p. 93, 2°] 
que sur Con a [R(Z)[> #1 tout au moins lorsque |«| est assez 
petit ('). Les antécédents successifs d’un point quelconque de € 
forment un ensemble dénombrable admettant tout point de € pour 
point limite. En effet, lorsque Z décrit un arc quelconque (Z, Z, ) de € 


A LE 
dans le sens positif, de longueur à, R,(Z )décrit un arc Len R, ne 
dans le sens positif, dont la longueur est > #3. Par conséquent, 
quelque petit que soit (Z,Z,), son conséquent d'ordre n est, pour nr 
assez grand, plus long que la longueur de €, recouvre tout €, et par 
conséquent renferme au moins 1 antécédent d'ordre n de + 1. C’est 
sur ces antécédents que nous allons porter notre attention. Le point +1 
possède sur € (d —1) antécédents d’ordre un (; distincts de lui-même 
[R(¢;)=+1, Gi]. Nous les numérotons €,, €,, ..., Ci, dans 
l’ordre où nous les rencontrons à partir de +1 dans le sens positif 


Pa SET Tr | 2 eo 
chacun des arcs 10, €,.,..., Ga-,1 est << = Considérons, en par- 
i 


courant € dans le sens positif, deux antécédents consécutifs d’ordre n 

de +1 ce sont dans l'ordre, deux points Z,Z, tels que 
Rn(Z,) = By (Z,) dr, 

Se fe ne Seg St ens tes ne AR Un AT 3 Se 


(*) Lorsque Z= R(z) est fonction rationnelle à cercle fondamental CU Zier) 
réguliére et de premiere espéce, avec l’origine et Vinfint pour points doubles 
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et tels que entre Z, et Z, il n’y ait aucune racine de R,(Z)=-+ 1. 
Désignons par à la longueur de l’arc Z,Z, décrit comme nous l’avons 
dit dans le sens positif. Lorsque Z décrit cet arc Z,Z., R,(Z) décrit, 
dans le sens positif, un arc allant de + 1 à +1, c’est-à-dire exacte- 
ment une circonférence entière, tandis que les points R(Z), R.(Z), .…, 
R,.(Z) décrivent des arcs de longueurs 6,, 6., ..., d, 1, tous infé- 
rieurs à une circonférence : en particulier R,_,(Z) décrira un arc 
compris entre deux antécédents d’ordre un de +1, consécutifs sur € 
[R,,(Z) décrivant un are de longueur 27 on aura à, = 27 > #"0]. 


2. Envisageons la série 


(1) > oR (Z) ayec|.6| <1. 
0 


Elle est uniformément convergente sur € et y représente une fonc- 


attractifs, on a (loc. cit.) sur C,| R’(z) | > k > 1. Examinons le cas où les points 
; I ne iy ape 
attractifs « et 6 — — (|a|<1) sont distincts de l'origine et de l'infini. On 
a 
ramène au cas précédent par la transformation 


a pu 2 66 
pe ye 


== ee) = S, 
ipa eats on) 


Alors U(w) admet les points doubles attractifs « et B= —- 
o 


Ona 
dU|__ [dU ||dZ||ds 
du | |d2||dz||du 
ts 
dz r—|a/? 1 
CANNES F 
u — = 
et expression analogue pour 7U | : 
D'où | 
ue pe 
au | LA TA OR 
du | |dz ANR | dz Verges 
> f œ a 
Le point (- a est extérieur à €; il est alors clair que, lorsque @ est assez 
es 
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tion S(Z), fonction continue de Z ou de l'arc 0, abscisse curviligne 
de Z sur C[Z =e]. Montrons que sous certaines conditions d’iné- 
galité pour b, c’est-à-dire, si b assez voisin de 1, S(Z) n'a de dérivée 
finie par rapport à Z ou Ô en aucun point de €. Nous ferons le calcul 
par rapport à Z, puisque 7; a en tout point du cercle une limite finie 

. oF S(Z') — 8(2" 
qui est ze” et nous montrerons que le rapport es Ce n’a de 
limite finie en aucun point Z’ du cercle lorsque Z’ tend vers Z’. 

Deux cas sont à distinguer : 

1° Le point envisagé est antécédent d’ordre n de +1; 

2° Le point envisagé n’est pas antécédent de + 1. 


3. PREMIER cas : Le point envisagé est antécédent d'ordre n de +1. 


— Appelons-le Z,. Il est clair, alors, que R,(Z,)—+ 1 entraine 


Riix(Z,) = +1 pour tout K>o. Nous appellerons Z, l’antécédent 
d'ordre n + p de +1 quise rencontre après Z, lorsqu'on décrit € dans 
le sens positif. Évidemment Z, + Z, lorsque p >. OnaR,.,(Z,)= +1 
pour K2p > 1 mais R,,x(2,) ~-+1 pour oSK< p. 


voisin de zéro, — est assez loin pour que le rapport entre Ie minimum et le 
a 


| ERA x 4 I 
maximum de Ja distance de —- à un point quelconque du cercle € soit > z et 
= : 


par suite, lorsque Z(s) est fixé, on peut disposer de a dans un certain cercle de 
centre O pour que la substitution transformée [w|U] possède la propriété 


d’avoir, sur €, une dérivée 


LE ay 
du ; = 


I] est également clair que, Z(z) étant fixée, on pourrait aussi choisir & assez 
voisin du cercle € pour que 


CE 


ZL + 


Ri] = | gif = 


soit en certains points s du cercle €, arbitrairement petit, c'est-à-dire pour que 
3 - : | dU Soa 
en cerlains points & de € on ait | | <1; la restriction imposée à & n’est donc 


pas artificielle, si l’on veut que 


reste partout sur € > k’> | 
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Alors 
n+p—2 
(CM S{Zp)—'S (Ze) = > DER (Zp) — Ry (Zo) ] + OP Rp (Zp) — 1]. 
poo | 

Donc 
n+p—? 

(3) |5(Z,) — S(Z,) | > | PP AIR, 242) — 1 | — De | || Ry (Zp) — Ry (Zo) |, 
H=0 


à condition que la X qui figure au deuxième membre soit inférieure 
au premier terme de ce deuxième membre. 


4. Or, R,.,:(Z,) est un antécédent d'ordre un de +1, c’est &,, 
puisque R,,,-,(Z,) =<+1. Donc|R,.,,(6,) —1| est la corde de l'arc 
16, décrit dans le sens positif pour aller de + 1 à€,. On a vu antérieu- 


RESTES Les 21 : 
rement que chacun des arcs 16,, 6,0, ..., Gt est << —- llen résulte 
‘ Le 


° Por 
que, en désignant par o la longueur de cet arc 1¢,, on aura 


ots wo eed 
SIT sin — 


| Rp (Zp) —1| ee Wee z PAT ee 
és © o k 
arc1G, de = 
mA Gi 


Il en résulte que 


o T 
sin— sin= 
DY k 
he ze 
Feige: 
2 k 
et par suite 
re 
sin = 
rit ri AG avec = AE 1: 


k 


Remarquons que A et c ne dépendent que des coefficients de R(Z) 
et nullement den, pouZ,. — 
Le premier terme du deuxième membre de (3) est alors 


É = | b Pee Ac. 


5. Considérons, dans chacun des termes de la & suivante, la diffé- 
rence |R,(Z,) — Ry(Zo)| avec op Sn + p — 2. C'est la corde de Pare 
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décrit par R,(Z) lorsque Z va de Lo à Z,, elle est inférieure à à cot are 


lequel est lui-méme désigné par Ou | 
Done 


D’ autre part, lorsque Z décrit l’are Rida, Baro Cay décrit sn f= = 2 


c’est-à-dire 
Üntri— 0. 


Et puisque, comme on l’a vu, on a à, > #0, il viendra 


kr+p=1 Ô < a. 


mi 
De même, pour oSu.Sn+p—2, lorsque Z décrit I arc Ru(Z,)Ru(Z,) 


le point Res (Z) décrire Vare rh Mes = 5. Pap conséquent on a aussi 


kere du < 5, 


c’est-à-dire 


(x 


(4) ‘ aes coer ; (HO; 2, ..s1nFpP==2), 
En définitive 
n+p—2 ~  n+p—2 n+p—2 
DE | b| RATES Ru (Z) |< à, | & |* ren = [ari 2 FAR 
u=0 u=0 =< 
Cet diTE 
n+p—2 . . 
bk [tpt ys |b |ptp— 
PRUE (hp) = By (Za ee cece Re RES 
2 u ( p) ul o) | kerrp | bk| —1 Se FETES 
Donc 
(5) |S(Z,p) —S(Z,) |>o] brea [Aa — | 
p) (Z)) | >] d| [o[kK—1 


en supposant, bien entendu, A > Dest c'est-à-dire 
La 


(6) |b |k>14 5. 


IR) — Ry (Zp) | < du ‘pour oSuSm + p— 4 RES Pes 


PESTE 
< i LKR 
= 4\ Fa an 


Fr 
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6. On a d’autre part 


© 
kr p—1 H 


eos 
| Z, — Z, | = corde de l’arc Z,Z,= corde de-d <6 < 


Donc 
VAE Zi 
| 2 7 S)>toiapers[A EI: aL 


Or, avec l'hypothèse faite, 


\ J. = 
| b |A > 1 + ru 
le deuxième membre devient infini lorsque p tend vers l'infini. Donc 
S(Z) n’a pas de dérivée en Z,, le quotient différentiel devenant infini 
lorsque Z, tend vers Z,. 


Nous reviendrons tout à l'heure sur la discussion de la condition (6). 


7. Deuxième cas : Le point envisagé n’est pas antécédent de +1, — 
On peut alors, pour chaque indice n, le comprendre entre deux anté- 
cédents d’ordre n de +1, consécutifs sur €; et lorsque n augmente 
indéfiniment, à cause de k”6<27, à étant l’arc qui sépare les deux 
antécédents envisagés, les deux antécédents précédents tendent 
vers Z,. Nous les appellerons Z, et Z,, omettant l'indice n qui rappelle 
que ce sont des antécédents d'ordre n de +1. On a alors 


R;(Z,) = Ra(Z) =+1 pour k2n. 


Les deux points R,_,(Z,) et R,_,(Z,) sont deux points consécutifs de 
la suite 1, C,, ..., Ga_, formée des antécédents d’ordre un de +1. Il 
vient, par conséquent, 
5(Z,) aa S(Z;) > DER, (Zi) =: Ry, (Zz) ] aly b—"| R, (2) TE Rr-1(Z2) J. 
pH =0 


8. à désignant toujours Parc Z,Zs, l'arc R,(Z,)R,(Z:) sera 0, et par 


suite 
| Ryu (Zi) — Ry (Ze) | < du pour oSpSn-—-2. 


En désignant par 5 l'arc R,_,(Z,)R, (Zo); qui est, comme nous 
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l'avons dit, l'arc compris dite deux certains points. monte af la MA 
ee 1, Cy, -- +» Car, on aura, évidemment, da = 0,3 lorsque Z décrit 333 
l’arc à, compris entre R,(Z,)etR u( Za) le pout Ra (2) gens l'arc ea 
‘compris entre R,_,(Z,)et Rx, (Za). : xi 
Done 


t 


BAC 0, | Meee oe 


c’est-à-dire | : | FERA ee 


é T ! : À 
| Mies prover get ef RTE 
D'où l’on tire PES | | RE: 
: n—3 : n—2 ; | d 
oy 
> ee a ee <br = pea DPR | 
B= 0 p=0 0 “ = <M 
et, comme précédemment, ; Se 
= | ao ets eee 
So" [Ru (Z.) — Ry (Z)] VIT ETS L 
=O -- 


D’ailleurs [R,.(Z,) —R, ,(Z)| représente la corde de l’arc o,, 


er ees ; À PR ie a TES 2T . ae 

RER lequel étant un des arcs 164, €,C., ..., Ces 1, sera << = 3 par suite, en 7 
En raisonnant comme au n° 4 pour 6, on aura ; | 
A p. ~ sin = 


[Ra (Z) — Br (Zy) |= Ara, avec = Apes 


- = 
i 


Il en résulte | 
| b Fe Rr-1(Z,) er Ru (22) |= A oil b FR 


9. En définitive, on aura 


LIRE ner ET Re 
PRES AM [a me) 


en supposant À, > Pi ane » c’est-à-dire 


(7) pere à] 


~ 


ISA) —S(Z,) | > Ay old pi 
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Comme d’ailleurs 


LTD (on 
-| Z, — Z, |= corde de l'arc Z,Z,— corde de d < 9 < RL 
on aura 
S(Z,) — S(Z:) Reel Re 
an PU | A | 


Sous l’hypothèse (7) faite précédemment, le deuxième membre 
devient infini avec n, donc S(Z) n'a pas de dérivée en Z,, le quotient 
différentiel devenant infini lorsque Z, et Z, tendent vers Z, à la manière 
indiquée, en comprenant entre eux le point Z,, ce qui n’est possible 
que si, en Z,, le quotient différentiel est lui-même infini à la limite. 


40. L'analyse précédente montre que S(Z) n’a de dérivée en aucun 
point du cercle lorsque |b|# est supérieur au plus grand des deux 


nombres 1 + x et 1 + — Mais on a vu que < et = sont tous les deux 
1 1 


*—. Il suffira donc que l’on ait 


compris entre 1 et 


T 


(8) | [b|k>1+ 


k sin = 


k 


pour que S(Z) n'ait de dérivée en aucun point de €. 


11. Mais il faut, d’autre part, que |b| << 1 pour qu’on puisse coñsi- 
dérer S(Z) fonction continue sur €, il faut donc savoir si (8) est com- 
patible avec |b| <1. 


Il faut pour cela que 7 FPE = soit <1 et l'on choisira alors b de 
K? sin — 
k 
manière que ; 
(9) oe ee ES, 
: . ke sin + 


et l’on aura pour toutes ces valeurs de b une fonction S(Z) continue 


sans dérivée. 
Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — Janvier rg3r. > 
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Envisageons la quantité 


fO™= p+ pour k>1. 


k? sin 


k 


Puisque — = décroit lorsque & croit, f(#) décroit constamment 
k sin p 

lorsque # croit de 1 à + >, et f(+ %) =o. Il existe donc une valeur 
k,> 1 telle que f(4,)=1 et une seule. On devra avoir 4 4, pour 
que (9) soit possible. [Il est immédiatement visible que 2 € k,<3. |] 
Par conséquent une fraction quelconque R(Z) à cercle fondamental, 
régulière, de première espèce, pour laquelle | R’(Z)|24 > #, sur € con- 
duira à une S(Z) sans dérivée pourvu que b satisfasse à (9). On a une 
formule (9) très maniable en prenant 4 —3. On prendra une R(Z) 


telle que | R’(Z) |23 sur € et des b tels que 


9+ 27 V3 


LES 16D be he | 
27 


Est-il possible d’avoir des R(Z) du type précédent? 


12. C'est évident avec les remarques suivantes. 
Prenons une fraction rationnelle 9(Z) quelconque à cercle fonda- 


mental €, régulière et de première espèce elle est du type classique 


P 
[| DT Un 
= FW? 
TG, 
n=1 


les a, étant intérieurs à € et lesa, étant les conjugués des a | pour 
laquelle |o’(Z)|2X > 1 sur €. 

L'itérée p,(Z) d'ordre p de p(Z) est une fraction du même type pour 
laquelle, en vertu de 


Pp(Z)=p'(Z)p'(Z)...0 (Zn) avec Z,—=pi(Z) | [k==1, 2,2, (p—1)], 


on asur € 
|e(Z)12X7. 


Par conséquent, pour p>p, on aura X’>k,, et (9) deviendra pos- 


avec 
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sible en prenant R(Z)=o,(Z) et & = XP. Par exemple, on pourra 
prendre p2p, tel que X? >3 et R(Z) =0,(Z) avec 
9 + DANS 


TAN NES 


13. Généralisation. — Soit Xa, une série absolument convergente. 


Alors 


Ca 


S(Z) = ain Ra(Z) 


0 


est une fonction continue sur €. En raisonnant comme aux n® 7, 8, 9, 
on aura 


n—2 


S(Z, y St) = NE NV ee Ta (Pn). ot pn Fig cs (Zig) Re (Zon) 
H=0 


Pour la première partie du deuxième membre, on aura 


A2 


: (ox o 
| ay. || Ru (2) — By (Za) |< pes D te [AY Ge su, 


0 =0 


I — 


en posant, pour abréger 


nm 
ca 
= | au | ke. 
U=0 


Pour la deuxiéme partie, on aura 
Sn—1 — Sn—2 


kr 


[ar | | Rn (Z,) — Ra, (Ze) |= Ares] an |= A0: 


Kt par suite 
[S(Z) = 5(Z,) | > Tel A (Sn — Sn) = Sea 


Où 


|Z, — Z| < oh 


Donc 
S(Z,) —8 (Z2) 


FRE: Se Ur D) Spe 
1 2 
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| Il n’y aura ue de dérivée. en aucun point du cercle 


RE 
u 


lim 4 Sn - — (1 + As)Sn-a] ap ba, bien pour A 


Ceci n'est possible que si ee 
n= © 
14. La condition nrecedante s’écritencore 


cise Whe ate ee Him [Aie se] = 


Or, Ë crochet reel s'écrit Re: 
ee yes | 
mea pee] 
sin S 


KoA: 
er 


avec, comme on sait, 


4 (égalité exclue). 


Se 


Il suffira donc d’avoir à partir d’un certain rang 


> sin = 
: Spa a ee 
ee | aa<— 


|A 
/ 


pour étre sur que la limite envisagée (10) est inAinre, 
sin = : - 
<1, on aura 


En effet, puisque 


k 


| Gn |AP> As, : avec À — 


PM 
k sin? 
Donc 
Sn> (A+ 1)5p—4 
et, par récurrence 


oe ; ; Sn > So (1 a 1)" 
D et par suite : 

| : lim Sj; 00 

2, . AZ 

. Donc aussi 


=. lim | a, |k"=0 
kage n= © 
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il en résulte (10) car (11) entraine 


Alan|kr— ss, > | An | k” E ae i ) 


et le deuxième membre devient infini puisque A, > + 


Mais d'autre part il faut aussi, pour que l’exemple soit bon, que X|a,| 
converge et (11) n’y suffit pas caril ne fournit qu’une limite inférieure 
de | a,| en fonction de s,_,. Nous adjoindrons donc une deuxième con- 
dition en imposant par exemple 


Sn—1 


I TC 
WP ae . À 


(12) << AVEC Boh == 


iS Sale 
P ksin ? 


On a alors |a,|#"<us,_, et par suite, comme précédemment, 


At ae Mer | Le [Ar pS) (1 =a pese, 


AS À A P-So (HE) 
(ie) a k pete ae 


Ceci implique une certaine régularité des |a,|, et entraîne la conver- 
gence désirée pour &|a,| lorsque £ > 1 + p. 


15. En définitive, un choix des a, satisfaisant à (13)[s, quelconque] 
à partir d’un certain rang, pourvu que # > 1+ p, fournira une S(Z) 
continue et sans dérivée. . 

La condition # > 1 + y équivaut visiblement à 


Sa 


9 
UT 
ksin — 
k 


car alors on peut choisir 4 tel que 


D = uk. 
ksin + 
Or, la condition 
Je 
Te 
k sin — 


k 


4) 
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est précisément la condition (g) a laquelle ona vu (n° 11) qu’on satis- 
faisait pour #4 > ky. Avec un tel choix de & et des a, on peut trouver, 
comme au n° 12, une R(Z) convenable pour que la S(Z) correspon- 
dante soit sans dérivée. 


eo 


16. Série de Weierstrass. — Revenons a l'exemple Ÿ b’R,(Z) et sup- 
0 
posons que R(Z)=Z* laquelle est bien régulière et de première 
espèce dans le cercle C[|Z|==1]. On a alors 


S(Z) ahs bazar, 
0 


laquelle est la série classique de Weierstrass qui a fourni le premier 
exemple de fonction continue sans dérivée. Ici 


RL) = dle et LR et sare: 


On prendra & = d et il suffira que 


T 


I 

Ta < | |< 
6 : 

d? sin — 

d 


pour que l'exemple soit bon, et il l'est en particulier pour d= 3 


ee 


SUR QUELQUES MAJORANTES UTILES 


DANS 


LA THÉORIE 


DES 


FONCTIONS ANALYTIQUES OÙ HARMONIQUES 


Par M. Gaston JULIA 


Introduction. — En exposant cette année le principe de Phragmén- 
Lindelôf et certaines propositions connexes d'Analyse qui fournissent 
des majorantes commodes, notamment la majorante que M. Carleman 
a donnée à la page 4 de son livre Sur les fonctions quast-analytiques, 
j'ai fait quelques remarques que je crois nouvelles et qu’on trouvera 
dans le présent Mémoire. 

Il s’agit ici d’une fonction f(z) holomorphe en tout point z inté- 
rieur à un domaine borné D de frontière F. Si le domaine est multi- 
plement connexe, | f(z)| est supposé uniforme dans D. Sur une partie F 
de la frontière d'un seul tenant, on suppose | f(3)|<m et sur le reste F, 


on suppose | f(z)|<M, m et M étant deux constantes différentes; cela 


veut dire que, par exemple, pour tout point f, appartenant à F,, on peut, 
quel que soit « positif, donné à l'avance (si petit qu'il soit), trouver 
e,(e), un rayon tel qu’en toutpoint z de D distant de /,, de moins de p,, 
on ait 

ie ye Se Me A> 


dire qu’en un point /, de F,, ona{/|<mne signifie donc pas néces- 
sairement que fest continue en f;, et y prend une valeur Sm; mais 
simplement que, dans un voisinage intérieur à D et suffisamment res- 
treint de f,, les valeurs de / sont inférieures à toute constante donnée 
a priort supérieure à m. 

MM. Nevanlinna et Ostrowski ont, sous les hypothèses précédentes, 
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démontré le théorème suivant qu'ils appellent théorème des deux 
constantes. 

D étant limité par un re fini de courbes de Jordan simples et 
fermées (de manière que le problème de Dirichlet soit possible), si A 
désigne un domaine quelconque dont tous les points, ainsi que les points 
frontière, sont intérieurs à D, il existe une constante 8 positiveet <1, ne 
dépendant que de la configuration géométrique (à savoir D, A, F, etF;) 
telle que, pour toute fonction f soumise aux hypothèses précédentes, 
on ait, à l’intérieur et sur la frontière de D : 


|f(z)|£mÊMIÉ ou encore ails Ge 


D'autre part, à la page 4 de son livre Sur les fonctions quasi-ana- 
lytiques, en supposant que D est un secteur limité : 


1° Par 2 segments de droite, AO, OB faisant en Ol’angle ax(a>0). 

2° Par un are de courbe de Jordan ACB unissant A et B; si sur les 
segments frontière AOB on a|/(z)|<M et surl’arc ACBona| f(s)|<m 
(au sens précédent), avec la condition m< M, M. Carleman montre 
qu’on a, entout point € de la bissectrice du secteur D, l'inégalité 


MOTEUR yO? 


r désignant la distance, et R le maximum de la distance à O d’un point 
de Piro ACB. 


En écrivant la formule de M. Carleman sous la forme 


4 
cs 


: m\ hi)” 
FAO 


M M 
on voit apparaître l’analogie avec la formule de MM. Nevanlinna-Ostrow- 
4 


ski, la constante B étant égale à (D et ne dépendant effectivement 


que du secteur D, du point € de la bissectrice, et des 2 arcs, rectiligne 
et curviligne de la frontière du secteur. Seulement, la formule de 
M. EME est valable sur toute la bissectrice, c’est-à-dire sur un 
domaine qui touche en O la frontière de D. On peut encore envisager 


SO er ; 
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cette formule de M. Carleman comme donnant l’ordre de l’infiniment 
petit B lorsque le point z tend vers f, de la frontière de D où | f(z) [SM. 
Et c’est la, nous semble-t-il, qu’est l’intérèt et la nouveauté de la for- 
mule de M. Carleman (indépendamment, bien entendu, de ses utiles 
applications). 

Le but de la présente recherche est de donner, dans tous les cas 
possibles et avec des hypothèses aussi générales que possibles sur la 
frontière F de D, une borne supérieure de |f(z)| qui, comme celle 
que M. Carleman a donnée pour un secteur et sa bissectrice, soit valable 
dans des domaines À ayant des parties de frontière communes avec D, 
voire dans D tout entier: 

Pour cela (Chap. D), nous donnerons d’abord du théorème de 
M. Carleman une nouvelle démonstration qui nous conduira, pour le 
cas du secteur, à une borne supérieure du type de celle donnée par 
M. Carleman, mais valable dans tout le secteur D et non plus seule- 
ment sur la bissectrice. Nous nous affranchirons aussi de la restric- 
tion » < M et nous donnerons à notre nouvelle majorante une forme 
très générale susceptible d’extension à des domaines quelconques. 
Chemin faisant, nous donnerons diverses majorantes assez simples et 
maniables dans le cas du secteur. 

Ensuite (Chap. IL), grace aux résultats acquis à ce jour sur la 
représentation conforme, nous étendrons la borne supérieure trouvée 
à des domaines D possédant des frontières assez générales, par exemple 
des ares de Jordan simples dont certains pourront être supposés avoir 
une tangente variant continüment de manière que l’angle de contin- 
gence satisfasse en fonction de l’arc, à une condition de Lipschitz. 


CHAPITRE I. 


CAS DU SECTEUR D'OUVERTURE YT(a > 0). 


D est ici limité par les deux segments AOB faisant l'angle an et par 
l'arc de Jordan ACB. 
Si « < 2, D est donc une aire ordinaire à un seul feuillet, si «22 ce 
sera un morceau de surface de Riemann. Au voisinage de tout point 
Ann. Ee. Norm., (3), XLVI. — JANVIER 1931. 3 
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de AOB onal f(s)|<M-+¢, et au voisinage de tout point de ACB on 
a|f(s)|<m-+<. Nous distinguons 2 cas :m<Metm > M. 


Premier cas : m<M. 


4. En posant u = (2), € étant un point de D situé sur la bissectrice 


de AOB, à la distance r de O, uw étant pris égal à 1 pour s —£, le 
domaine D devient un domaine D, du plan w situé à droite de l'axe 
imaginaire, limité par un segment A,0,B, de cet axe (A,, B, trans- 
formés de A, B) et par un arc de Jordan, A, C, B, transformé de ACB('), 
Le domaine D, est un domaine ordinaire, à un seul feuillet, dont la 
frontiére est une courbe de Jordan fermée simple; on peut done 
résoudre le problème de Dirichlet pour D, avec des données bornées 
n'ayant sur le contour qu’un nombre fini de points de discontinuité. 
Si R était le maximum de la distance à O d’un point de l’arc ACB, 


1 
R a 
P=(5) 


sera le maximum de la distance à O, d'un point de V’are A,C,B,; par 
conséquent D, sera une partie du domaine D’ limité à droite de l’axe 
imaginaire par cet axe et par le demi-cercle de centre O, de rayon P,. 
Enyisageons la fonction log| /(z)|, harmonique dans D avec pour seuls 
points singuliers les zéros de f où elle devient égale à —oo; elle 
devient par la substitution [z|#] une fonction log| /[(w)||, harmo- 
nique dans D,, sauf aux transformés des zéros de f où elle devient 
égale à — oo. Au voisinage des points de A,0,B, on aura 


log | f[s(u)]|< logM + e, 
et au voisinage des points de A,C,B, on a 


log | f[z(u)]| < logm + «. 


RE à , ee 

(") La substitution (|) a essentiellement pour but de ramener le cas géné- 
ral ¢ quelconque au cas particulier & = 1 pour lequel sont beaucoup plus simples 
les majorations qu'on va faire dans la suite. 
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Si done on considère la fonction o(u), harmonique et régulière 
dans D,, prenant sur A,0,B, la valeur constante logM, sur A,C,B, la 
valeur constante logm (Probléme de Dirichlet possible), elle majore 
partout dans D, notre log|f[z(u)]| 


log | fl 3(«)]<@(u) 
partout dans D,. 


2. Il est impossible, en général, de donner |’expression exacte 
de 9(w), mais on a une première majorante simple de 9(w) en passant 
de D, aD‘ limitée par l’axe imaginaire et par le demi-cercle de rayon P,, 
de centre O,. Soit o,(u) la fonction régulière et harmonique dans D’, 
égale à logM sur l’axe imaginaire et à logm sur le demi-cercle de 
rayon P,, on aura en tout point u de l'arc A,C,B,, 

log mm <o,(u)<logM, 


tandis que 
logm = 9(u). 


Par suite o(u) = 9,(u) en tout point de A,0,B, et o(u)<o,(u)en 
tout point de A, C,B,, donc on aura o(u)<o,(u) en tout point de D,, 
l'égalité n’étant d’ailleurs possible que si D, se confond avec D’, c’est- 
a-dire si A,C,B, (et par suite ACB) est un arc de cercle de centre O. 
o,(u) constitue done une première majorante harmonique de 


log | fEz(u)]] 


dans tout D,. Nous la calculerons tout à l’heure. 


3. Nous majorons encore 9,(u) en appliquant une deuxième fois ce 
procédé de recul de la partie de la frontière qui porte la donnée constante 
la plus petite. Envisageons lé domaine D, compris entre l'axe 
imaginaire du plan w et la parallèle à cet axe tangente au demi-cercle 
qui limitait D’, cette parallèle a pour équation R(w) = P,, R(u) dési- 
gnant la partie réelle de uv. Sur la sphère classique de Riemann, le 
domaine correspondant à D’ serait compris entre 2 cercles tangents 
entre eux au pôle, et d’ailleurs, dans le plan w, D, se transforme par 
au.+ b 
cu + d 
tangents entre eux. Le problème de Dirichlet est donc possible 


substitution linéaire [ul | en un domaine limité par 2 cercles 
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. 2 [2 
pour D’ : ilexiste une fonction o,(w)etune seule, harmonique dans D, 
prenant sur l'axe imaginaire la valeur logM, sur la droite R(w) =P, 
la valeur log m. L’are de cercle qui limite D’ étant intérieur à D, on a, 


sur lui, 
logM 29,2 logm, 


tandis que, sur lui, 9,(w)=logm. On en conclut comme précédem- | 
ment que, dans D’, et par suite dans D,, on aura 
pu) <pi(u), 
l'égalité n'étant pas possible puisque D’ n’est jamais confondu avec D. 
En définitive, on a dans D, 
log |fls(u)]ISp(u)£qi(u) < qu). 


Le calcul de o,(4) est immédiat : o,(u) est une fonction linéaire 
de R(z) qui prend les valeurs logM et logm respectivement pour 


R(uy= 0 et Rear Pe 
ET (M R(u) 


4. Le retour de u à 3 est aisé en envisageant les modules et les argu- 
ments de ces variables, c’est donc ainsi qu’il convient d'opérer pour 
ramener la majorante 


log | f[z(u)]| < logM + [og (i) | ri 


au plan s. 
Posons p —|3| et soit w l’angle, dontilfaut faire tourner autour de O 
la bissectrice intérieure de D pour l’amener sur Oz; ona 


de z T 
— À CO LA — 9 
2 2 


en tout point intérieur à D. 


à à AGIT p 
L’argument de z Sera précisément w et sa valeur absolue sera : 


Done 
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et 
2 
Rewjs (£) É cos — 
avec 
1 
Bes (=) 
Donc 


R(u) 0 a G) 
Fi =(f) rie 


sans égalité possible. 
Lorsque w =o et p=r, c’est-à-dire en tout point € de la bissec- 
trice, on a 


we <[oe(@)] (6) 
formule qui n’est autre que la formule de M. Carleman. 


5. On aurait eu une majorante },(w) du mème type que 9.(u) en 


général inférieure, en tout cas non supérieure, si l’on avait considéré 


le domaine A”, limité par l’axe imaginaire du plan uw et par la parallèle 
à cet axe qui est une droite d’apput (stützgerade de Minkowski) de 
l’arc A, C, B,, son abscisse correspond au maximum de R(w) sur A,C,B,, 
lequel est en général inférieur au maximum de |w| sur cet arc. On 


‘ SRE a : = G) 
serait alors conduit à introduire le maximum de ¢*.cos = lorsque le 


point z décrit l’arc ACB, et l’on perdrait en général dans ce calcul le 
bénéfice de la petite amélioration que procurerait la substitution de v, 
à ©. C’est pourquoi nous n’insistons pas là-dessus. 


6. Mais nous allons calculer la majorante 9,(w) moins simple, mais 
plus serrée que 9,(w). C’est une fonction harmonique et régulière 
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dans le demi-cercle D’ limité par le segment (—iP,, +7P,) de l'axe 


imaginaire et par le demi-cercle de centre O,, de rayon P,, situé a 


à Reedy) = 
droite. Par une transformation de la forme [| wt] (qui conserve 


l'harmonicité), D, est équivalent à l’aire comprise entre 2 arcs de 


cercle orthogonaux unissant 2 points #; et u, du plan w.*Sur un tel 
L u 


. . t— 
arc, il est bien connu que l’argument de = est constant et c'est 
une fonction harmonique. 


La fonction harmonique cherchée est done de la forme 


: LU, 
Aarg as + py 


Ws, 


A et vu. étant 2 constantes réelles convenables. 
Ici, elle sera de la forme 


TT 


et l’on déterminera À et 11 en écrivant que : sur A,O,B,, 


9,(w) =logM} 
‘sur AyC; 5). 
9,(u)=logm. 
Or, sur A,O,B, 


au tP; 
arg u+tP, =~ TF 
et sur A,C,B, 
a Lia iF Seco 
u+iP, 3 


Onentire 
h= 20g (Ft) = 3 loem lo 
= m) be ogm ogM. 

On a done 


(a) NET ANIME EP, 
» Pi 208 ag ) arg —— + 2 log m — log M. 


Teall fs ai | arg | “=? 1 
faut maintenant exprimer arg | -——..~| en fonction du module 
j 1 


et dé l'argument de w afin de permettre ensuite le passage à la variable =, 
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Nous poserons donc u = e,e": et nous devons évaluer 
u—iP, 
arg | —— | > — 9 
a E + | 
° TC Q / 
compris entre — x et — = dans le demi-cercle D'. On peut calculer 4 


par son sinus ou sa tangente, le triangle constitué par les 3 points w, 
1P,, —:P, étant connu. Considérant par exemple les angles ¢ et 
en wu des 2 triangles partiels en lesquels le segment O,u divise le 
triangle précédent, on aura 


P, cosa, P,— p; sing, 


sin — ROSE 


à — - 
VP? + 9? — 2P;p; sinw, VP? + 9? — 2P,p, sinw, 


et les expressions analogues 


: P, cos, P,+ p, sinw, 
sin f = a nUUUDUDUDUYUDUYJYUDp——— ? COS = ; = 
VPi + pi +2Pip sino, VP} + 9? + 2P, p, sing, 
et comme 
‘ 2P,0, cosw 
0 = p + w, sin § = Pi 2 


Par conséquent 
D Se ue 
VEP? + 6?)?— (P79? sin°w, 


. an © T 7 . . > : . 
l'Arc sin étant choisi entre o et = (détermination principale). 


(Le calcul de 0 par sa tangente est aussi très aisé en envisageant les 
2 angles en lesquels la parallèle à l’axe réel décompose 6.) 
yt, 


——— | dans l’expression (2 
“| E ( ) 


Portant cette valeur de 0 = — arg | 
de +, on aura, après réductions, 


dee m\ yes 2P,p, cose, ese MG 
(3) gt) = 2-Jog (Fy) Are sin ME pry Pip? sinta, 8 
8. On passe aisément de u =9,e" à z (voir n° 4). 
On a 


AO 
€ ? 


S ID 


t= 


donc 


c'est-à-dire 


D'autre part P, = (=) et la formule (3) fournit dans le secteur D + 


la majorante cherchée Sites Se Sie 


valable dans D, qui est plus précise que (1) mais moins maniable. 


9. Signalons en passant la forme de la majorante (4) lorsque l'Arc 
sin est remplacé par l'Arc tang de même valeur. On verra aisément par Le 
des calculs élémentaires que l’on a 


Are sin 


Ql 


[+(8) 


l’Arc sin et l’Arc tang étant pris entre o et : pour 2 | Ss = ete <p CR. 


WL) |v} 0) 


Sur la bissectrice du secteur, la formule en Arctang devient très 
simple et donne la majorante 


FLE SA m r\% 
Me < + log Gh » Arc tang (i) ) 


un peu plus serrée que celle de M. Carleman. 


— 
or 
7 


log 
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Reprenons d’ailleurs la forme (4') de (4) avec |’Arc tang c’est-à-dire 


1 

6) p \% 

2.008 De) | 

Cr) log fla) <Zlog (Fp) “Ave tang i Pe 


(i) 
m 


et remarquons qu’ici m< M. Donc log ey < 0 


On augmente donc le deuxième membre de (4°) en remplaçant 
PArc tang qui y figure par une fonction positive et plus petite pour 


oSe SR et ER | 
DR a |— 2 
Or, on voit sans peine que l’on a 


A, = \ 


o (0 œ 
2.008 Le) - 
£ ; > Arc tang SEE 
o\® op ye 
(5) 1— cost. (F) 


Arc tang 


c’est-à-dire 


Arc tang 


# 
6) œ 
> 2Arc due cos me (£) | 


ma De r £ 1 a ET 169) % . os 
l'égalité n'étant pas possible à l’intérieur de D car cos = > o à l'intérieur. 
D'autre part, dans D, on a 


See _ Aré tang à ‘ : 
et l’on démontre aisément que —;—» fonction décroissante de 4 


deo à 1 atteignant son minimum pour ) —1, satisfait dans (0, 1) à 


Arc tang 0 ee T 
G 4 


Ann. Éc: Norm,, (3), XLVII, — Janvier 1931. 
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Il en résulte f 
| Q a 
Are tang j cos 2. ( À) PA * 


et par suite, en portant dans (4’) cette borne inférieure de |’Arc tang 
précédent, ona | : 
J(s) (mn ee Be A 
Ml | <tog (Ni): cos 3 (£ 


la dernière égalité ne pouvant jamais être égalité à l'intérieur de D. . 
On retrouve ainsi en partant de (4) ou (4’), et à l’aide des majora- 
tions successives précédentes, la formule (1) antérieurement donnée. 


log 


10. La majoration (1) n’est pas une borne exacte, susceptiblé d’être 
atteinte par une fonction f(z) et un domaine D convenables, tandis 
que (4) ou (4')est une borne exacte. Par quelles fonctions /(z) et quels 
domaines D est-elle atteinte. Il faut s’adresser à un domaine D, du 
plan uw et à une fonction /[ z(wz)] tels que l’on ait partout 


log|f[z(u)]| = p(u) —=o(u). 


Or, pour que o(u) = 9,(u), il faut que D, coincide avec D, c’est- 
à-dire que le secteur D soit circulaire (ACB arc de cercle de centre O). 
Ensuite, il faut chercher une fonction holomorphe dans D,, et dont la 
partie réelle soit 9,(w), et ce sera la fonction log /[z(u)]. 

: Or, on a vu que 


be 


2 m u—iP 
9,(u)= 2 -log(; san —— + 2 logm — logM 


M Lin + iP, 
et la fonction conjuguée de arg EEE tant vie par Li 
u +iP, 8 u + iP, en 


vertu de ce fait que 


P 
u—tP, 


t log | ——* 
°|u+iP, 


t= tP . u—1P 
+ ar ins | Eos 
[| ‘log| LT | 


est fonction analytique de wu dans D,, il est clair que la fonction conju- 
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guée de o,(w) sera 


eos at los (fr) slog u iP, +70 
T M REP. 4 
(C constante réelle quelconque). 
On aura donc 
— 21 m u— 1P, d 
log f[z(u)]= = ‘log (57) log] © = P| + 2 logm — logM + 7. 


Done 


ie 7) 
me [| SGr/. 


u—1P, 


pour obtenir la fonction /(z) correspondant à la borne exacte, où (4) 
est une égalité. 


11. A partir de (4) ou de (1) il est possible de donner des majo- 
rantes de f(z) commodes, valables non plus dans tout le domaine D, 
mais dans des domaines A intérieurs à D et ayant avec D des points 
frontière communs. En voici un exemple simple. 

Envisageons la majorante (1) dans un secteur D’ de sommet O, de 
même bissectrice que D, limité au même arc de Jordan ACB et par 
déux rayons OA’, OB’ intérieurs à D, faisant respectivement avec OA 
et OB l'angle n. On a, dans D’, |w| << = — 7. Done 


G6) 4 n 
cos — > sin | — }» 
a a 


par suite, log @ étant négatif, on aura dans D’ 


fil <rs(a) (8) (2) 


Si l’on compare cette formule (1') à la formule de M. Carleman 


(1') log] 


1 


Ab (ni). (x) 


log 
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valable lorsque ¢ est sur la bissectrice de D, on voit que la majorante 
de M. Carleman, multipliée par la constante sin (2 2) est valable non seu- 


say sur la bissectrice mats dans tout le secteur D' intérieur à D et dont - 
écart angulaire à D est n de part et d'autre de la bissectrice commune 
(l'écart angulaire est l'angle des rayons extrêmes des deux secteurs). 


12. Il est possible de donner à la formule (1) une forme susceptible 
de généralisation. 
Reprenons la borne 


log 


co) 


f(s) (a ef fy. 
TMS < log Mu -COS = R 


1 
a |. LE 
Dans l'expression be = (f) | nous avons pu, aun® 11, bornerinfé- 


+ G) = N =! > + 
rieurement cos= par la constante sin - ; lorsque z restait dans D’ inte- 


rieur a D et d'écart angulaire 4 à D, et fae apparaitre, dans la majo- 
rante (1') le point 3 par sa seule distance p à O, les autres termes de la 


. A . . m 
majorante (1’) ne dépendant plus du point = mais seulement de 5 et 


de la figure globale (D et D’). Cela est impossible lorsque le domaine D’ 
a pere Ny 9 r . . G) 
intérieur à D n'a pas un écart angulaire fini avec D, car cos— 


reçoit alors dans D’ des valeurs arbitrairement voisines de zéro. Mais 

il est possible de remplacer langle w par une distance qui se prête mieux 

que w à la généralisation qui fera l’objet du deuxième chapitre de ce 

Mémoire. On est conduit à introduire une distance qui tende vers zéro 
G) « . . ra 

avec cos = C'est-à-dire /a distance de 3 au côté AO ou OB du secteur le 


plus voisin. D'une facon précise, nous appellerons d la plus courte dis- 
tance du point 3 à la partie rectiligne AOB de la frontière de D, sur 
laquelle on a, par hypothèse | /|=M. On a plusieurs cas à distinguer. 


4 AT T ° . 
13. 1° |w|S— — = avec « >1, alors il est clair que les rayons 


d’argument w aati oy Sapa = sont intérieurs à D ou confondus avec un 


rayon frontière A0 ou OB. Tout chemin conduisant de 3 à la frontière 
AOB doit donc franchir au moins un des rayons ci-dessus, si ledit 
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29 
chemin n’est pas confondu avec le segment 30: la plus courte distance 


de z a la frontière rectiligne AOB est donc ici la distance 30, et l’on 
UE QO. 


one a EOF Gert 
2° Lorsque «> — > <|w|< =. en supposant « >1, ou lorsque 


[ol = en supposant a£1 (c'est-à-dire alors dans tout D), il est clair 


que la plus courte distance de = à la partie AOB de la frontière, tout au 
moins lorsque z est à une distance de O inférieure à R, (R, minimum 
de la distance à O d’un point de l’arc frontière ACB), est le segment 
mené par s perpendiculaire à AO si w > o et à OB siw<o. On a 


donc 
- T A) 
d=osine E = | 
2 og 


en supposant par exemple w >o0, ce qui est possible sans introduire 
de restrictions. 
d 


(a) 
COS 
a 


Il faut étudier le rapport 


us G) 
- Nous poserons - — - = 0 
2 x 


Be aie Fe SI 
2a 
en sorte que 


T : 
DER — si a<1 


et le rapport précédent devient 


Une étude élémentaire de la fonction 


sin a He) ; 
: si « >1 elle 
sng Prouve que s > I elle 


décroit lorsque 9 croît de oa T et l’on a dans cet intervalle 


I sin «9 


2 LOS, 
rer sin 6 } 
Sie 

2a 


si «> 1 elle croit lorsque 0 croît de o à . et l’on a dans cet intervalle 


sin ad . OT 


OS RTE Me 


sin 
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On aura donc, dans les deux cas, dans l'intervalle de variation de 4 à 


qu'il faut envisager 
LP smn oe 
K,(a)< — 


<K,(a), 
sin 9 


K,(«) et K, (a) étant deux fonctions positives de « seul dont r expres- 


sion nous est connue. 
On aura donc dans ce deuxième cas : 


<< K,(a); 


K,(a@)< 


COS — 
geek 7 
et par suite 


d a) d 


0K, (a) MES es oK, (a) 


14. Reprenons maintenant la majorante 
) ® a 
F8 < log ($F) .c0s 2. (£) 


valable dans tout D et qui provient par élargissements successifs de la 
majorante de base égale à logM sur AOB, à log sur ACB, c’est-à-dire, 


(1) log 


pour log| L de la majorante ©, égale à zéro sur AOB et à u = log(ÿ) 
sur ACB. 


0 n Ÿ TT > 
1° Dans la partie de D où ||<Sa>— = lorsque « >1, ona 


6) T 
cos — > Sin —; 
a 2a 


irs); 
. mm , 
par suite, log (tr) étant Co 
# i 5 t | “4 Le 
fox") iiss bal Tee bas ee 
R& 
2° Dans la partie de D où 
DT ETES aT 
meee oe S| |< = lorsque a > 1, 


aT 
lol< ee lorsque & <1, 
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et pour laquelle o<R,, ona 


CoP a @ Ki(a)’ 
par suite ae 
(a log aS [= tel)" : ae 
Kya), Re 


. A CUT 
K,(a) étant asi x >1 et sin — lorsque «<r. Les deux formules (1”) 
et (1”) peuvent être réunies en une seule en désignant par À la plus 
petite des deux quantités positives 


LATE TE I 1 
Al = et. —-+————. 5 
1 2 æ RENE (Cor) 
Re RSS ne. ec 


À étant une fonction de a seul, c'est-à-dire ne dépendant que du 
domaine D : on a la majorante 


(6) 


1 
L 


où dans le second membre, = n'intervient que par l'expression do* où 
figurent ses deux distances p et da O et à la frontière rectiligne de D. 
(6) s’écrit encore 


(6) 


la constante positive À ne dépendant que du domaine D. 


15. A vrai dire, en ce qui concerne les points 3 pour lesquels 


GREAT OT 
— —-<|o|< — lorsque a >1, 
2 2 2 : 


Jal<= lorsque «<1, 


nous avons dû nous borner à considérer seulement les points de D 
pour lesquels e<R, (minimum de la distance à O d'un point de 
V’arc ACB) et, jusqu'ici, la formule (6) ou (6') n’est valable pour les 
points en question qu’avec cette restriction. 

Mais un raisonnement général va nous prouver que la formule (6) 
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ou (6’) est valable dans tout le domaine D a l'exception peut-être de . 
la partie de D, intérieure à deux cercles de centres respectifs A et B, 
de rayon arbitrairement petit e. Autrement dit, excluons de D la partie: 
intérieure à ces deux cercles et soit D. le domaine restant, il existe 
alors une constante A, positive et non nulle, ne dépendant que de D. 
(c'est-à-dire de D et de e) telle que pour tout s dans D,, on ait 


; 1 
Le) | <log (5 )-?- de® . 


(6) : log 


I () 


16. Nous poserons vlog (5 et considérerons la fonction log fe 
harmonique dans D; on a en vertu des hypothèses faites sur /(s) 


<o sur AOB, 


Z 
log M 


log| = 


<p. sur ACB. 


Elle est majorée dans D par la fonction 9,(z ), harmonique et régu- 
lière dans D, égale à o sur AOB et à ». sur ACB. Si ®(z) désigne la 
fonction harmonique et régulière dans D, égale à o sur AOB, à 1 sur 
ACB, on a évidemment 

Qu(s)= p(s). 


Il est clair que ®(z) ne dépend que du domaine D, ® est comprise 
entre o et 1 en tout point z intérieur à D. 


Nous avons 


f(s) E 
M |< B.D(2) 


log 


en tout point intérieur à D. 


Il nous suffit de montrer que, dans tout D., la fonction mie) est 


£ d.p* 
bornée inférieurement par un nombre positif À (lequel ne dépendra 


évidemment que de D et ¢) pour montrer la validité de (6) dans D.. 


17. Nous raisonnerons par l'absurde. Si À n'existait pas, uw eæiste- 


rait une suite 3, de points intérieurs à D. pour lesquels LG) tendrait vers 
= 1 

dyn p% 

zéro. dé 
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D: étant borné, ces z, ont au moins un point limite, et, en prélevant 
au besoin parmi les z, une suite partielle, on peut supposer que les z, 
ont un seul point limite que nous appellerons z,. 

3, ne peut être intérieur à D car ®(z) étant régulière en tout point 


intérieur Pa a une limite positive finie et 0 si z tend vers un 
d.o% 
point intérieur. 

z, est donc nécessairement un point frontière. Ce n’est pas un point 
de l’arc ACB car ®(z,) tendrait vers 1, d, et e, ayant des limites 0 
(car A et B sont exclus par les cercles de rayon €). Done 3, est néces- 
sairement un point de AOB distinct de A et B. Nous allons montrer 


que cette hypothèse conduit à une contradiction. 


18. a. D'abord, supposons que z, est distinct de o et appartient par 
exemple à OA. La fonction harmonique ®(z) étant nulle sur OA y est 
analytique et se prolonge au delà de OA par symétrie, conformément au 
Schwarz. En deux points z et z, symétriques par rapport à OA on aura 
®D(z,) 

dy 
ait pour limite zéro lorsque z, > 3, (car ©, a pour limite 03, o) et dès 
que z, est assez voisin de z,, d, représente la distance de z, à la droite OA. 
Montrons que cela est impossible. Cela revient à prouver, ®(z) étant 
harmonique, régulière et nulle sur un segment de droite OA, que le rap- 
Ph) 

d 
de OA, d étant la distance de z à OA. 

Sans restreindre la généralité, on peut supposer maintenant que OA 
est l’axe imaginaire, appeler W la fonction conjuguée de ® et 
F(z) =©-+7YW, la fonction holomorphe sur OA dont ® est la partie 


principe de ®(z,) =—®(s). L'hypothèse faite sur les z, exige que 
port 


ne peut avoir pour limite zéro lorsque z tend vers un points, 


; à Mecs. D x : 
réelle. Qu’arriverait-il si st O lorsque s > 3); cela voudrait dire que, 


l 
en 2; on a a =o en posant, comme d’habitude, s =a + uy. Mais 
sur Oy ou OA ona ne =o, car D(z) =o sur OA. Par conséquent, en 
or dy 


vertu des équations de Cauchy-Riemann, on aurait = = 6 €n 3,5 


Oy 
et par suite F’(z,) = 0. 
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+ 
4 


pond une direction Z,T portée par OY. De plus, pour æ>o et 
petit on a X > o et pour a < 0 on a, en vertu du principe de ap 
~X<o, donc ZT est orientée aussi comme OY. Mais la fonction Lo 


la première dérivée Fv! (z) qui ne s’annule pas en Zo, la neo a 


VAS 
sage une direction z,4, telle que ¢z,t,= ; +7 (y très petit), il lui 


appartient au demi-plan æ < 0 et Z,T, appartient au demi-plan X > 0, 


ers a aa D wu ee te 
| 3 


i i ; Ew JULIA. sgh ee 


Pes eninge, cae Bo aaah ene am Din 
du planZ=X+7Y. need 

A cause de X= D(z), à à tout point i ae co espo 
de OY, Par conséquent, à la direction 2)¢ orientée comme oy 


Roe 


holomorphe en 3», ayant sa dérivée nulle ens, et p2: 2 étant l'ordre e. 


tion Z = F(z) multiplie par p | les angles i issus de 3,. Si done on envi- ‘ a 


correspondra une direction ZT, , telle que TZ, = T + py; or aot) 


ce qui contredit le fait que les demi-plansæ > o et X > 0 se correspon- aig 

dent au voisinage de z, et Z, ainsi que les demi-plans re CELX ONE a 

On ne peut done supposer F’(z,) = 0, ni par conséquent 5 = 0 en 3. ay 
D(3) 


; : Ow ; ee 
On a donc nécessairement a ~£oen =, et par suite 7 a une limite 
positive finie et 4 0 lorsque 3 tend vers z,, ce qui contredit l'hypothèse 
faite sur les z,. Done z, ne peut pas être.un point de AOB distinct de O. 


b. Montrons maintenant que ce n’est pas le point O lui-même. En 
effet, la formule (6) a été déjà démontrée dans tout l’intérieur du sec- 
teur de même ouverture que D et de rayon Ry. 


Ona, au voisinage de O, log | Ae Hs) < LAS RC à étant une cer- 


taine constante positive < 0. En réalité, la manière même dont ona 
obtenu aux n° 43 et suivants la formule (6) par majorations succes- 
sives à partir d’une majorante harmonique fondamentale qui est pré- 
cisément la fonction 9,(s) = p(s) prouve que, en tout point de D à 
une distance de O moindre que R, on a 


1 
p@(s) << p.A,.do* 
c’est-à-dire, v. étant << 0, 


— 


1 
O(s) > Ay.d.p% 
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dor isi 2. 
nc, au voisinage de O dans D, —~—— 
a 

d. p* 
LRU À, et par conséquent une suite 3, ayant O pour limite et telle 


PCs) ) 
que ——~— tende vers zéro ne peut pas exister. 


de 


reste supérieure au nombre 


ee On 


19. En définitive, il est prouvé qu'aucune suite infinie z, telle 


) 
que ED tende vers zéro, ne peut exister dans D.. On en conclut donc 


dns one 
l'existence d'une constante positive et non nulle (D, &) ne dépendant 
que de D et < et telle que dans tout D. on ait 


1 
p@(s)<p.d.do* 


c'est-à-dire que la formule 


(6) fae 


| <te( log (Si): The do 


est valable dans tout D.. 
Reste à voir si (D, ¢) peut tendre elfectivement vers zéro lorsque < +0, 
c'est-à-dire s’il existe uss suite 3, ayant A par exemple pour point 


limite, et telle que ae ta 


suite (n° 29). 


tende vers zéro. Nous y reviendrons dans la 


de 


20. Mais, en vue de la généralisation de (6) que nous ferons au 
Chapitre II, nous allons mic une démonstration directe du fait que 
nous avons démontré au n° 18(b) en utilisant les résultats acquis dans 
les n° 13 et suivants. 

Montrons pour cela qu’une fonction g(z) harmonique et régulière 
dans un secteur circulaire A’OB’ d’angle az (x © 0) et sur sa frontière 
sauf en O, positive dans le secteur, nulle sur les segments A’O et OB’ 
est telle que dans tout le secteur 


(4): 


1 
do* 


=m Ky 0; 


d étant la plus courte distance de 3 à la frontière A’ OB’, 


36 GASTON JULIA, 


En effet, si À, n'existait pas, il y aurait une suite z, telle que =—— 
An or 
; 
tendrait vers zéro et l’on verrait, comme dans 18 (a), qu’elle ne peut pas 
avoir d’autre limite que le point O. 
a n 


Or, l'étude géométrique de d faite au n° 13 prouve que: 1° ou bien — 


n 


é d : Aa: bee 
est égal à 1, ou bien 2° —*— est compris entre deux limites positives 
On COS + 


K,(a) et K,(x) ne dépendant que de «. D’ailleurs, = n’est =1 que 


nm 
six >1 et cos > sin — done, le 1° rentre dans le 2°. 
a 2a ; 
On en conclut que, si À, n'existait pas, il existerait une suite 3, ten- 
(En) 


On 


OS — 
pc à 


dant vers O pour laquelle — tend vers zéro. 


1 


g\ œ : : : : 
Or, faisons la transformation u = | =) ; ¢ point de la bissectrice inté- 
) £ P 


rieure du secteur; le secteur devient un demi-cercle A O,B, du 
plan w à droite de l’axe imaginaire et g(3) devient une fonction de wu, 
g[z(u)] harmonique et régulière dans le demi-cercle et sur sa fron- 
tière, sauf peut-être en 0°, positive dans le demi-cercle, nulle sur le 
diamètre A,0,B;; mais alors g[ z(4)] est aussi régulière en O, (prin- 
cipe de symétrie). 


RI= 


i 
1% 


Le module de u est p=" (r module de €) et son argument 


~ 


; Der . : < 
est w’ = —; siw est l’angle de la bissectrice avec Os. L'existence de 
la suite des z, entraine donc l’existence d’une suite de points w, tendant 


Un) NE ol z(t, ; 
vers O, et tels que © seas c'est-à-dire SEC) {onde vers zéro, 
2, COS, ax 


d, étant la distance de w, à A, 0,B,. Or, g[s (u,)} étant réguliére en O, 
ona vu par le raisonnement général du n° 18 (a) que cela est impossible. 


Donc, À, positif et +4 o existe tel que dans le secteur rA'OB d’ouver- 
ture am (x >0) on ait 


Ge Oke Ds 


- 
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21. On peut remarquer maintenant que les démonstrations données 
aux n°® 19 et 20 prouvent non seulement que oa) est bornée inférieu- 
do* 
rement dans D. par un nombre positif A(D, ¢) £0, mais encore que 
cette fonction est bornée supérieurement dans D. par un nombre positif 
fini À, (D, €) car elles excluent l'hypothèse d’une suite z, de points 


D(z, : ae : f 
de D. pour laquelle Er)  deviendrait infinie, une telle suite z, ne 
—1 


pr 
pouvant, en vertu de raisonnements analogues à ceux faits dans 19 
et 20, avoir de point-limite intérieur à D., ou situé sur ACB, ou situé 
sur AOB. 
On a donc dans D. 


ARR D(z : 
tb Ey << ! CCD, é). 


il 


do® 


Nous aurons l'occasion d'utiliser plus loin cette remarque (dans le cas 
où m > M, c’est-à-dire vu. > o). 


Second cas : m>M. 


7 : Zz o 
22. Nous effectuons la transformation u=(?) - Comme dans le 


premier cas, nous avons toujours dans D, la majorante (4) 
log| f[s(«@)]| $9). 


Mais la majoration de + par 9,(w) effectuée au n° 2 du premier cas 
n’est plus ici valable. Nous considérons alors, non plus D,, mais, à 
droite de l’axe imaginaire, le domaine @ limité par le demi-cercle 
A,C,B, de rayon P,, P, étant le minimum de la distance à O, d’un point 
de l'arc A,C,B, : 
6) 
, = 


R, étant le minimum de la distance à O d'un point de l’arc ACB. Le 
domaine @’ est intérieur à D,. Soit ¥,(w) la fonction harmonique 
régulière et harmonique dans @,, égale à logM sur l'axe imaginaire 
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et alogmsur le demi-cercle A, C, B,; il est clair que, sur ce demi-cercle, 


ona 
logM < 9,(w)<logm. 
Par suite, ' 
9, (u) =, (u) (en tout point de A,O,B,), 


9, (uw) S W(u) (en tout point de AS GiB, 9 


Par suite, on aura 9,(w)<,(u) en tout point de @,, légalité n'étant 
possible que si A,C,B, se confond avec A,C, Bz, c’est-à-dire si ACB est 
un arc de cercle de centre O. 

Donc, dans @, on aura 


log fl=(w)]|$di(u). 


Dans la partie de D, extérieure à @, on pourrait prendre le prolon- 
gement analytique de Ÿ,(4) comme majorante, mais cette majorante 
y serait >logm et i est plus simple de prendre la constante logm elle- 
même pour majorante de log| f| 3(w)|| dans cette partie de D,. 

Le calcul de ¥,(w) dans @’ est identique à celui des n° 6 et sui- 
vants et l’on aura, en revenant à z, 


(7) log 


ene 
5 cose 
HELD eee ack ie ; ott 
M <= log Are sin : 


ou encore 


M 


G) Q x 
‘(2 9 | cos! (.) | 
(7) log J | = 1) Arc inkig > eee 
ie 


les Arcsin et Arctang étant pris entre O et = pour S 
2 


G) 
© = 
ces formules étant valables dans le plus grand secteur circulaire ®' de 
sommet O intérieur à D, c'est-à-dire dans le secteur circulaire @' de 
rayon R,. 

Il faut remarquer que les formules (7) et (7’) ne donnent de majo- 
rante précise et simple que dans une partie de D et méme dans une 


Sn 
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partie de D n’ayant pour frontiére qu’une partie de la frontiére recti- 
ligne de D; «ya en général toute une partie de la frontière de D sur 
laquelle |/|SM (frontière rectiligne) qui échappe ici au domaine de la 
majorante, aux extrémités A et B de cette partie de la frontière. 


23. On peut chercher des majorantes moins précises que (7)ou(7') 
mais plus maniables. Nous chercherons pour cela à majorer la fonction 


Arc sin 


(2) a à p 2 - 6) 
DER SRE sin? — 
BOIROE 


La quantité entre { } est <1 dans @’. On peut d’ailleurs le voir en 
écrivant la quantité sous le radical sous la forme 


PR eee CA RE 
[ (ey Ae 


tae FRET 6) ee , a 
évidemment supérieure au carré de 2 cos= (£) excepté sur la fron- 
0 


tière circulaire de @' où elle lui est égale. 
Or, pouroS@<1, ona 


o< Arc sino <= 9. 


On aura ainsi la nouvelle majorante, valable dans 0’, 


{@) 


Le 


| a Wt $ 
M) %S\M / sa 
PE 
\ L (i) | 


Végalité n'étant plus possible à l’intérieur de GD’. 


(8) log 


nt +4 
Dans la formule (8) le facteur de log (4) au deuxiéme membre, 


est toujours <« dans @'. Par conséquent, dans @’, la formule (8) 
entraîne | /(z)|<m et la majoration faite de (7) à (8) ne donne pas 
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dans @ un résultat moins bon que la majorante élémentaire | f(s)|<m. 
Nous allons faire une nouvelle majoration du deuxième membre 
de (8) pour simplifier l'expression, mais, pour ne pas dépasser la 
majorante élémentaire |/f(3)|<m, la nouvelle majorante aura un 
domaine de validité moins grand que ®' de (8). 


“ 


24. Nous écrivons en effet (8) sous la forme 


6) 
2COS = 


0 x 
(Gi) i x (£) | f 
0 a] s( P 3 ere 
R i mots) R, cos a 


L(g) 


et nous majorons le deuxième facteur du deuxième membre en sup- 


. NE, y % . . . 
primant la quantité 4 cos? = (£) sous le radical, il vient 
0 


(9) log | A= 


qui devient illusoire pour ¢ voisin de R,. Nous pouvons d’ailleurs amé- 
liorer la formule (9) en partant non de (7) mais de (7). 


Ona en effet 
Arc tang0 < 9 pour §<o. 


Donc on élargit (7') en écrivant 


“( 0 it 
; ie 2 cos—| +— 
(9’) log AS | < a log @ a \R, 

T Ë 


l'égalité étant impossible à l’intérieur de @, et qui est une forme amé- 
Norte Mol enr Dar 
orée de (9) due au coefficient = <1 mais, comme (9), devenant illu- 


su pour & voisin de R,. Nous la restreindrons au secteur @’ homo- 
thétique de @ par re rt è Z 
q par rapport à o et de rayon R tel que, pouroZe<R',<R,, 
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on ait 


c’est-à-dire 


o<o<k, ween Rh (fs 1). 


La formule (9’) sera donc valable dans ®” de même ouverture 
que D, de rayon R’ = R,(V2— 1)", elle donneraune majorante de | f(z) | 
plus étroite que la majorante élémentaire | f(z)| < met d’un type ana- 
logue au type simplifié donné pour le premier cas. 

On aura, par conséquent, dans ®”, 


(iE) _ (Gy 
DORA Ur 


ER ose 


| 
LES 
Pe 
We 
Ris 
/\ 
| 
eas 
BAe 
org 
R 


ce qui donne 


ue 2 is ( vi) ae 4) (i + 
A AM ai Re 


valable dans le secteur circulaire @’ de rayon R’ = R,(V2—1)” et 
intérieur à D. 


Go) log 


mie 


Cette majorante est absolument du type de la majorante (1) donné dans 
le premier cas, mais elle n’est valable que dans une partie 0" du domaine D 
primitif, 0" et D ayant une partie de frontière commune, la PA des 
segments AO et OB de longueur R,. 


25. On peut ners se demander s’il n’est pas possible de remplacer 


ts 
notamment par : quitte a restreindre encore le rayon du secteur @" de 
6 


le coefficient ————~ Ge qui figure dans (10) par un coefficient inférieur, 
— 1 
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h 9 . 
validité de (10). On va voir que le choix de = n'est pas possible dans 


toute l'ouverture de D. C’est un coefficient trop faible. 

Il faudrait en effet, la formule (7) ou (7') étant exacte, c’est-à-dire 
susceptible de devenir égalité (lorsque D est un secteur circulaire 
et f(z) une fonction convenable dont le calcul est indiqué au n° 10), 
que l’on eût 


= Arc lang 
dans toute la régione < R’ < R, (Ri suffisamment petit) du secteur D, 


pour que le coefficient C put convenir dans une majorante du type (10). 
En particulier, sur la bissectrice, © =o, on devrait avoir 


a 
VEN 4 
2 PVR ao D ANS 
7 Are tang { —-———,, }< C &) ’ 


c'est-à-dire 


C'est-à-dire 


if ; 
F Arc tang 9 < CO pour 9 > o assez petit. 


7 LA 
1 . 4 + D 2 nytt 
Cela exige C2 Eten ellet, == > = dans (10). Prenons exac- 
r(V2—1) 7 T 


tement © = 


+ On a bien, sur la bissectrice, 


AIS 


1 1 


4 0 a (Aer? 0 % 
—Arctang( E- | < 2 ia en 
T PE RAT R pour p£ Rs 


VA 
1 =. (a . . . 
et U— = est possible sur la bissectrice de D, pour ¢<R,. 


Au contraire, sur un rayon du secteur D, distinct de la bissectrice, 
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. . Oo) 
on devrait avoir, en posant Ü = cos (0 << 1)etn = (£) , 
0 
2 26n 4 
—Arc lang < = 6; 
T 2 ( —" :) =O vu 
He, : x 
pour que C= = put convenir. On devrait donc avoir 
201 5 
Are tang , |S20n pour n assez petit. 
Or,ona 
g? 
Arc tango = 6 — — +... 
oO 
et 
200 : 
epee iat —=20n(1+ n° +nt +...) 


0 étant pris fixe, cherchons le développement de Arctangs en puis- 
sances de n autour de 7 =o. 
Un calcul facile donne 


2 0: 8 
Arc tang( 4.) —96y + 1 (25 _ 2°) Sl Et er 


Donc 


Me 


2,9) 4 
Are tang (- a a 26 = an? (1 — 15) AE 


6) . 
Pour que, sur le rayon fixe cos— = 9, on puisse trouver un seg- 


] \ RAR 3 
ze 7) $20, il faut et il 
— 7" = 


ment o<y< H(9) sur lequel Arc tang (= 
suffit que dans le développement qui précède, le coefficient 20 (: sa 0”) 
9 


de n° soit < 0, c’est-à-dire que l’on ait 


lys, ou Gime; 
vd y 


i 
2, 


c'est-à-dire 


On voit done que le choix de C = = n'est pas valable dans tout un sec- 


teur d'ouverture ar comme D, mais seulement dans un secteur d’ouver- 
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fire < = et de mème bissectrice que D; cette ouverture peut être 


APT OE aT ; aie ; ‘ 
aussi voisine de —- que l'on voudra, à condition de réduire convena- 
blement le rayon du secteur de validité de la majorante, le rayon de ce 

LATE 

secteur tendant vers zéro lorsque l’ouverture du secteur tend vers = 
h > k 

Au contraire, tout coefficientG > =: peut convenir dans un secteur cir- 


culaire de méme bissectrice et ouverture que D, mats de rayon suf fisam- 
ment petit. Il faut montrer pour cela que 


2 29% 
2 Are tang( = ) $09 
T LUE 


est possible quel que soit 0 entre o et 1 pour o << 4 < 4, (%, assez petit) 
dès que C> a. 


A l’aide du développement précédent en puissances de x, on aura 


VA 
Are tang ( aa )- On eo (2— LE )90 ze 28m (1 — 16) SS. 
1 — 2 2 2 


n° 


4 


=n|(2— =) +ant(i— 9a) +. 
2 3 


; = CG 4 : 
§ étant pris fixe et > 0, si = pe Tih S bee =) le premier terme du cro- 
chet du second membre est négatif; par conséquent, la différence qui 
est au premier membre sera <o pour o< 4 < (0), (0) existant 
pour toute valeur positive de 4. 

teeta ie G . 9 4 ‘ Là 

D'ailleurs, le crochet | 2 — = + ay (à —— 3 Oe +... | étant holo- 
morphe en (1, 0) au voisinage de tout point n —0, 0—0, (0, quel- 
conque dans 0,1 extrémités comprises) gardera le signe (—) de son 
premier terme dans toute une région | y,| <<, quel que soit 0 dans o,r. 
Par suite 
/ 94x, ) Cr 


Are pe — })— —6n 
Mess ag fi 2 


sera < 0 comme on le désire, pour 7 < 4, quel que soit 0 dans (0,1). 
On aura donc bien 


(10°) log 


LCS N Bs eee A ms) > % 
M = Clog (5 Jeo (©) 


OT TR 
‘Si 
r as 


petit) à ’inégalité double 
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pour toute constante C > fen se bornant à [9 <o,(C)], c’est-à-dire à 
un secteur convenable de même bissectrice et ouverture que D, mais 
dont le rayon o,(C) << Ry dépend naturellement de la constante C et 
tend vers zéro lorsque C tend vers = 


26. On peut, à partir d'ici, raisonner comme au n° 44 du premier 
cas, pour avoir des majorantes valables dans des domaines intérieurs 
à D et aboutissant en O avec un écart angulaire arbitrairement petit, 
mais 0, des segments OA et OB. Nous n’insisterons pas là-dessus. 
Nous remarquerons ensuite, comme au n° 13, que l’on peut rem- 


4 A) 3 ; a 
placer cos — en fonction des distances d et ¢ et l'on a vu que dans tout 


d 


le secteur @'le rapport est compris entre deux limites positives 


G) 
cos= 
p 6 


K, (a) et K,(«). 
On en conclut comme au n° 14 que la formule (10’) peut être rem- 

placée par 

JC) 

M 


m 
es 


1 
|< log mu” 4° 


log 


dans un certain secteur homothétique à D par rapport à o et dans un 
rapport convenable, la constante positive \ ne dépendant que du 
domaine D. 


27. Mais on peut élargir le domaine de validité d’une telle formule, 
car les raisonnements généraux faits aux n° 19 et 20 nous ont montré 
que la fonction harmonique et régulière fondamentale ®(z) introduite 
alors satisfait dans le domaine D. obtenu en retranchant de D la partie 
intérieure aux cercles de centres À et B de rayon € (arbitrairement 
AD ee) SUD, e} 


x 


do 


les deux constantes positives A(D, <) et A,(D, €) ne Lue que 
A ; (3 
de Det dec. Or 9,(3) = u®(z) ot up = log ( majore log 


#"|dans 
tout D. 


M 
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On a donc ici, dans tout D., 


1 
f(s) i CNED Re 
M < p(s) < log \I FC REE 3 


(11) log 


qui est une formule analogue à la formule (6) du premier cas, valable 
dans D, pour m > M. 


28. Dans les deux cas m<M et m>M, nous avons en définitive 
prouvé l'existence d’une constante positive A(D, €) dépendant seulement 
de D et :, telle que dans tout D. on ait la majorante 


(12) log |: < log) AUD, 6) det 3 


lorsque m<M la constante A(D, ¢) est la borne inférieure positive 2° 
@(z) 
aod 
do* 
uve À, de la même quantité dans D:. 


de dans D.; lorsque m>M, ACD, ¢) sera la borne supérieure post- 


29. Remarque. — Examinons maintenant si A(D, <) peut tendre 
vers zéro et si À (D, €) peut tendre vers l’x, lorsque € tend vers zéro, 
alin de savoir si des formules telles que (6) et (11) peuvent s'étendre 


à tout le domaine D. Il faut pour cela examiner si le rapport se peut 
[4 


avoir pour limite zéro ou l’© pour les points z, d’une suite tendant 


vers À ou B, A par exemple. On voit d'abord qu'une suite telle que 


D(z,) É . : ; bares 
7 > æ existe toujours. En effet ®(s) ayant pour limite 1 lorsque 3 
n 7 


tend vers un point de l'arc ACB, distinct de A et B, on peut choisir 
d’abord une suite de points C,, C,,..., C,,... de l’are ACB ayant A 
pour limite, puis, une suite positive &, tendant vers zéro étant donnée 
arbitrairement, choisir, dans D, z; tel que la distance 


Cis: < &; el | D(;) —1|< €. 


Alors, la suite des 3; aura pour seul point limite A, donc d,-> zéro: 


de plus D(z;) tendra vers 1, done vi 


à tendra vers l’co. 


tee 
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À ‘ ae ; ®(z 
Examinons maintenant le cas de la limite zéro pour Shen) D’abord, 
P d 


I 
1 


LA 


a 
en pourra, par la transformation déjà employée u = (à) » ramener au 


domaine D, situé dans le plan wv à droite de l’axe imaginaire, limité 
par l’arc de Jordan, A,C,B, et par le segment A,O,B, de l’axe imagi- 
naire. D[z(u)] est la fonction L(u) harmonique et régulière dans D, 
égale à zéro sur A,O,B,, à un sur A,C,B,. Les points A, et A, les seg- 
ments À,0, et AO se correspondent, la transformation z(w) étant régu- 
lière en A,. Par suite, si uv et s sont deux points correspondants, dont 
les plus courtes distances respectives à A, 0, et à AO sont 3 et d, le rap- 


©) RE : du 2 
port + a pour limite la valeur absolue finie et £ o de — au points = A. 
Done, si la suite z, existe dans le plan z, la suite wu, correspondante 


Y( un) 


sera telle que ~~~ — o. Considérons la fonction y (u) égale à zéro 


nr 
sur A,O, et son prolongement au delà de O, jusqu'à Vinfint, égale à un 
sur le prolongement de O, À, depuis A, jusqu'à l'infini, y(u) étant har- 
monique et régulière à droite de l’axe imaginaire. 7(u) est bien déter- 


Px os : 9 ; RTE 

minée, c’est la fonction = 0 étant l’angle du vecteur A,O, avec le 

L 
—— £. 
vecteur À,u. Sur A,C,B, on a 
oS y(u) Si; 

par suite, y(u)<Ÿ(u). Done dans D, ona 
o<y(u)<b(u). 

Par suite, sila suite w, existe, on devra avoir 


rue) 
FA 0 
On 


Or, soit une suite quelconque w, du demi-plan à droite tendant 


vers A,, ona 
A ME 
On STO g 


Si la limite du quotient est zéro, il faudra que limb, =o puisque 
lim Ô, = O. 
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Dès que 0, est assez petit, on a 


On — Pn SIN On; 


par suite 
AUS SP Ae ex 
On = TOn sin Dn 


Q 


qui devient infini lorsque 9,,> 0. On arrive donc à une contradiction en 
supposant l’existence d’une suite z, ayant A pour limite telle que 


D(z,) es 


An 


30. Conclusion. — 1° Lorsque m < M il résulte de ce qui précède 
a ) 


de” 
mais dans D lui-méme ('). Il existe done dans ce cas un nombre À, 


positif et 4 o tel que 
M | < 10e (ip) io de ¥ | 


dans tout D, c'est-à-dire que, pour m< M, la formule (6) vaur pans 


tout D pour une constante convenable ),(D) ne dépendant que de D. 
1 
e AVE. SA 4 ——1 
I n’est pas sans intérêt de noter que l’on ao <A,de* <1 dans 


tout D. 


En effet, À, étant la borne inférieure de us 
de? 


que a une borne inférieure positive À (D), non seulement dans D. 


(6) 


log 


5) 


dans D on aura, en 


1 
tout point intérieur à D, A,< oat ), c'est-à-dire ? PET: PÈRE <O(3 a 


dp* 
puisque, en tout point intérieur à D, on ao< D(z) <1, il résulte 
bien que 


1 
et 
DE Ad ET CRT. 


RP 


(1) A(D,¢), borneinférieurede 


=) 

dans D; tend, en décroissant, vers, (D) > 0, 
do® 
lorsque € > o, 
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La majorante (6) est donc bien du type a mG (Fi) aveco< B<1, 
signalé au début. 


Mais il convient de noter que, sur l’are ACB, on a ®(s) =1, par 
suite 


I 


Ags 


== : 1 


— —1 
max dp* sur ACB 
i , 
Par suite, en tout point de ACB, ot do“ n’est pas maximum, on aura 


af 
B=’, dp* <1; 


la majorante obtenue pour | /| étant 
| f |< mBM'-8 = TDR 


m 
à M\1 8 ; 3 
le deuxième membre m Ga) est, en cès points, supérieur à m par 
conséquent, la formule (6) donne sur ACB une majorante en général 
trop forte, comme c’était à prévoir : il sera donc bon de ne l’utiliser 
que dans des domaines faisant partie de D, pouvant avoir avec D des 
points ou segments frontiére situés sur AOB, mais non sur ACB. 


2° Lorsque m > M, il résulte de ce qui précède (n° 29) que ae n'a 


dp* 
pas de borne supérieure finie dans tout D et par conséquent la jf DOME GE) 
n'est valable que pour D.et non pour D tout entier, le nombre À, (D, e) 
qui y figure devenant infini lorsque € > 0. On peut aussi le voir en 
plaçant z sur la partie y de l’arc frontière ACB qui limite D., et sur 
laquelle ®(z) =1; on a alors 


A (D, €) 2 


I 
1 


Er 
min de do“ sur y 


1 
° . ral A 
et il est clair que, sic -> 0, le minimum de do” sur y tend vers zéro, 
donc À,(D, €) > ce. 


= . . 
De plus, P, étant le point de y où do* ‘atteintson minimum, on aura, 
5 ph aed 
en tout autre point de y, dp* ©>d,9,* . Donc 


1 1 
en en 
Peo ee hy OF. 2 ¥, 
Ann, Ec, Norm., (3), XLVI. — Février 1931. % 
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par conséquent la majorante (11) conduit pour ces points de y (et par 
suite pour les points de D. qui en sont voisins) à une majorante de Ae 
qui est > 7? c’est-à-dire à une majorante de|/(z)| qui, étant >m, 


est moins bonne que la majorante élémentaire | /(s) |S. 
On devra donc, dans l'emploi de la formule (11), se borner aux par- 


1 

ai et. ao 
ties de D. pour lesquelles À, do" <1, c’est-à-dire à un voisinage plus ou 
moins étendu de la partie reculigne AOB. 


3° Les formules précédentes (6) ou (11) ne sont donc avantageuses 
que pour des domaines A, intérieurs à D, mais pouvant avoir avec D 
un ou plusieurs segments frontière rectilignes communs y, sur les- 
quels on a supposé | /|<M. Lorsque m< M, ce ou ces segments y 
peuvent coincider avec la totalité de la frontière rectiligne AOB de D. 
Lorsque »m > M, y doit exclure les points A et B, mais peut comporter 
un ou des segments quelconques intérieurs à AOB. 


A chaque domaine, tel que A, correspondent deuxconstantesA(A, D), 


À, (A, D), bornes inférieure et supérieure de AE dans A ettelles que 
1 


do® 


dans À on ait 


log J() 


M ae 
= log (7)? do* 


sim < M [formule avantageuse dans tout A] et 


Set 
ee | =a log ($7) do* 


log 


si m>M Morale avantageuse seulement dans la partie de A 
où À dé <1. 
CHAPITRE I. 


DOMAINES QUELCONQUES. 


1. Montrons maintenant que, sous certaines propriétés d’ailleurs 
tré op 2 , Uke malt à ‘fe Là 4 

ès générales des frontières, les formules (6), (11), (1 2)s’étendent à 
un domaine quelconque D. 


DLL, vi 
\ = En 
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D sera supposé simplement ou multiplement connexe, ses frontières 
étant formées d’arcs de courbes de Jordan. Sur une partie F, de la 
frontière, on suppose | f|£M et sur le reste F, on suppose | f|<m. 
Alors log | est majorée par la fonction ®(z3), D(z) harmonique 
et régulière dans D, prenant sur F, la valeur zéro, sur F, la valeur un, 
u. désignant la constante log (fr): Les majorations (6), (11), (12) 
résultent, comme on l’a vu au chapitre précédent, de l’étude de l’ordre 
infinitésimal de ®(z) lorsque z tend vers un point 3, de F,. Nous dési- 
gnons par d la plus courte distance de 3 à F,, et nous supposons que z 
tend vers un point 3, de F,.11 y a plusieurs cas à examiner selon que zy 


est intérieur à un are de F, ou bien appartient à la fois à F, et a F,, 
c’est-à-dire sépare deux arcs frontière appartenant l’un à F,, l’autre à Fy. 


2. Supposons d’abord 3, intérieur à un arc de F,. — Nous suppose- 
rons cet arc rectifiable, doué en chaque point d’une tangente variant à 
la Lipschitz. De façon précise, s étant l’arc de F,, compté a partir dez,, 
la courbe F, étant, au voisinage de z,, représentée par z= 3(s), on 


dz : aren LE 
supposera que 3’ = — satisfait à la condition (L) 


| 3'(s) — 2'(0)|<K|s|’, 


y étant une constante telle que o << v<r, pour |s| 6. Dans ces con- 
ditions, si à l’aide d’un tel arc Az,B de F, voisin de z, et d’un deuxième 
arc de Jordan ACB intérieur à D, on délimite un domaine @ simple- 
ment connexe, la fonction de Green g(z) de ®, singulière en un point 
arbitrairement fixé dans @, possède en tout point de l’arc Az,B une 


dérivée normale es comprise entre deux limites positives gy et g, lorsque z 
décrit un arc quelconque A’s,B’ intérieur (extrémités comprises) 
à Az, B. 

Par u—e (#t#), le domaine @ devient le cercle @,([u|<1) du 
plan u (h est la fonction conjuguée de g). A l’arc A 3,B correspond un 
arc A, u,B, du cercle précédent. Comme 


du mal bake ah 
a —_ e-lgtih)| 72 as 
Foe e | de mt We | 
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il s’ensuit, lorsqu’on dérive suivant la normale dn, que 


du|__ ag 
An lated 
puisque 
2: om = =o et | e—e+) | 1 sur Az, B. 
n & 


La fonction u(z) holomorphe dans @ est une fonction continue 
dans @ et sur sa frontière, ayant une dérivée en tout point intérieur 
de l’are Az,B, ayant pour valeur 

du dg 


dz Res Here 


0 étant l’angle avec l’axe réel de la normale extérieure à @. En tout 
point intérieur de l’arc Az,B, la dérivée de u (prise vers l’intérieur 
du A dg 


Sdn 


de @) a pour module 


Soientalors s etu an points correspondants de Met ®,, deto leurs 
plus courtes distances aux arcs Az,B et A,u,B,. Lorsque 3 et u sont 
suffisamment voisins de 3, et u,, ces plus courtes distances sont nor- 
males aux ares précédents (et tendent vers zéro avec 3 — z, et u — Uy). 
Soient 23, et uw, ces plus courtes distances. Azz, la transformation 
u—u(z) fait correspondre un are uu, allant de wa un certain point u, 
de A,u,B,, on aura done 


d< seu f 
21 


Lorsque 3 reste à l'intérieur d’un domaine ©’, intérieur à @, ayant 
avec @ un arc frontière commun A’s,B’ intérieur à l'arc A.B (les 
autres points frontière de ’ étant intérieurs à @), on aura dans @ et 
sur SA frontière 


du 
rs | dz | 


du 


Gy — We 


ae Ge 


Go et G, étant deux nombres positifs finis et £ o. 
On en déduit d’abord 
0<dG,. 


Ensuite, en envisageant le chemin zz, qui correspond, par la trans- 
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formation [=] uz], à la plus courte distance à = uu,, on aura 


déesse = f É | du | 


et par suite 


SI © 


En définitive, on a, pourvu que 3 soit assez voisin de 3, dans @, 


dG,<o<dG,, 


Considérons ®(z); par [sz |w] elle devient 
b(u)=D[z(u)], 


harmonique, positive et régulière dans @,, prenant la valeur zéro sur 
l'arc A,4,B,, de la frontière du cercle @,. Donc d(u) (principe de 
symétrie) est analytique sur l'arc A, u,B, et le raisonnement fait anté- 


pu) 


rieurement (Chapitre I, n° 18) montre que —— a une limite finie 


et £o lorsque w tend vers u,; cette limite étant la valeur ~o de À 


prise en w, suivant la normale on intérieure au cercle @,. Il en résulte 
que, dans tout le domaine ® correspondant à @’, on aura 


yore YA 


HR RER 


y, et y, étant deux constantes positives finies et  o. Par suite 
D(z) __ O[s(u)] a Ÿ 
he 0 a 0d 


restera dans ’ compris entre deux bornes positives finies et 40 


ié lusi td eo) ne. peuk tendre ni vers 
Notre première conclusion est donc que — P 
zéro, ni vers l'©, lorsque 3 tend vers un point 3, tntérieur à un arc de F, 
doué d’une tangente variant à la Lipschitz, et dans tout domaine @' 
intérieur à D, ayant en commun avec D un arc frontière formé de 
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; D(z Aa 
points tels que 3, de F,, le rapport = ) admet une borne supérieure 


et une borne inférieure finies et Z o. 


3. Supposons maintenant 3, point de jonction de deux ares de F, 
possédant chacun les propriétés du n° 2, mais faisant entre eux un 
angle an (c’est-à-dire que l’ensemble des directions émanées de 2, 
vers l’intérieur de D couvre un angle «x, « peut être une constante 
quelconque positive, car ce que nous disons d’un domaine D s’ap- 
plique évidemment à des surfaces de Riemann). Ici F, est rectifiable 
aux environs de 3,, si s est l’arc compté à partir de z,, z(s) est con- 
tinue pour |s|< so, 3/(s) continue sauf en o est telle que 3'(+0) 
et z'(— 0) sont différents; on a 
|2'(+ 0)|=|2"(— 0) |=1, 
mais 
arg s'(+ 0) =args’/(— 0) —z — an, 
On a aussi 
[3'(s) —2'(+0)|<K,|s|" POUF OS SORT VAT, 
|3'(s) —s'(—0)|< K,| 5 |" pour —s,<s<o, o<y,<1. 


Nous désignerons par AOB l’ensemble des deux arcs F, ainsi envi- 
sagés au voisinage de z,, 2) pouvant, sans nuire à la généralité, être 
supposé placé à l'origine. 

Faisons la transformation z = ¢*, le domaine D devient un domaine A 
du plan ¢ (ou une surface de Riemann étalée sur le plan ¢), les arcs F, 
et F, de la frontière de D deviennent des ares frontière o, et o, de A 

. : + ; 
(zs) devient We) = O(+*), harmonique et régulière dans A, prenant 
la valeur zéro sur les arcs 9,, la valeur un sur les arcs Pa: 

Le point 3, = 0 devient » = o et l'arc AOB de F, contenant z,—0 
devient un arc A,O,B, composé de deux ares 9, tangents en 6 — 0. 
(Les ares de F, et 9, voisins de l’origine sont désignés par s et a.) On 
a entre les arcs correspondants la relation ds = «| ¢|*-'do provenant 
de dz = ao*—' de puisque ds =| dz| et ds =| de]. On a aussi 


dz 1 
av 

arg —- —=(e%—t1)arey + 0 

ds ( ) D arg do” 


dz de|, ; : . 
les modules FA et FA étant égaux à l’unité, 
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On a 
I Dee 
arg ¢'(+ 0) = —args'(+ 0)= — lim argz, 
a s=+0 


EL Ij. 
arg ¢’(— 0) —T + — lim argz, 
A s——0 


car 
arg z'(+ 0) lu argz, 
s=-+0 
arg z'(— 0) =limargz + 7, 
S—=—0 
etcomme 
lim argz = lim argz + an 
5 5 S—=—0 s=+0 3 
il vient 
> fi fees i. : 
arg’ Sx 0)= 27+ — lim args — arg p (+ oO) + 27. 
s=+0 
Donc 


p'(+—o)=#'(— 0). 


L’are A, O,B, possède donc les propriétés de l’arcF, envisagé au n°2. 
Si donc d, désigne la plus courte distance de ¢ à cet arc o;, le rap- 
— reste, en vertu du n° 2 précédent, compris entre deux limites 
positives finies et non nulles dans tout le domaine A' découpé dans A par 
un arc A,C,B, joignant dans A les points A, et B, extrémités du 
deuxième arc frontière A,0,B, de A’. 

Il reste à trouver dans le plan z un infiniment petit qui soit cons- 
tamment du même ordre que d,, lorsque z décrit la partie D’ de D, 
voisine de z,, qui correspond à A’. D’ est limitée par AOB et par l’arc 
de Jordan ACB qui a travers D réunit A à B. 


port 


1 
L’étude du Chapitre I fait pressentir que do* (où d désigne la plus 
courte distance du point z à l’arc AOB et 0 sa distance à z,) est du 
1 
EF 
: do* 
même ordre que d,. Démontrons, en toute rigueur, que le rapport —— 
1 
reste compris entre deux limites positives finies et # o lorsque 3 reste 
dans D’ voisin de 3,. 
Nous désignons par 0, la distance de + à l’origine, en sorte que p = p*. 
IL faut donc prouver que, lorsque ¢ parcourt A’, le rapport 
do d 


ah, 7 Dore 


reste compris entre deux limites positives finies et ~o. 
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Si cela n’était pas vrai, il existerait une suite infinie ¢, de points de A 


pour laquelle le rapport (+ =) tendrait vers zéro ouvers . Une telle 
\ 1 Pn 


suite aurait un point-limite dans A’ ou sur sa frontiére. Ce point-limite 
ne peut être ailleurs qu’à l’origine O,, sans quoi, en vertu de ce amen 
a vu au n° 2 précédent, p, ne tendant pas vers zéro, le rapport (7) 
resterait compris entre deux limites finies et 0, puisque autour du 
point-limite la transformation z= ¢% et son inverse sont toutes les 
deux holomorphes. Prouvons donc que, lorsque 3 est assez vousin de o, 
le rapport précédent reste compris entre deux limites positives finies 
et o. 

Nous pouvons toujours supposer, en restreignant au besoin A’, que 
l’arc A,C,B, qui le délimite avec A,O,B, est un are de cercle de 
centre O, de rayon suffisamment petit. Il en est alors de même de 
l'arc ACB qui, avec AOB, délimite le petit domaine D’ voisin de O. On 
peut aussi supposer pour la brièveté de l’exposition que la normale 
intérieure en O, a l’arc A,O,B, est l’axe réel du plan ¢, la bissectrice 
intérieure du secteur curviligne D’ étant l’axe réel du plan 5. 

L’arc A, O, B, ayantunetangente continue ala Lipschitz, laplus courte 
distance d, de ¢ à cet arc sera fournie par une normale ¢v,, menée de + 
à l'arc A,O,B, lorsque ¢ est assez voisin de O,. Évidemment, ¢, ete 
tendent vers O, en même temps. Au segment de normale v, corres- 
pond, par 3 = ¢*, un arc allant de 3 au point z,, homologue de ¢, et il 


est clair que d£arc zz,. 
Donc 
d'Earess = f dei= af Le [1] de |, 


intégrale prise sur le segment v, 6. Sur ce segment || est certainement 


dz 
de 


au plus égal à la plus grande des deux distances 0,¢ ou 0,9, c’est-à- 
dire à la plus grande des deux quantités p, =|¢| et En ay 
Done | à 
a—1 
d<la plus grande des deux quantités es 
| Soha: PC 
Or, © désignant l'angle, infiniment petit avec l’arc A,O,B,, que fait 
O,¢, avec la tangente en », à cet arc, 0, coso représente la distance de 
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O, à la normale ¢,¢, par suite 
0120, cose). 


Donc, si l’are A,O,B, est pris assez petit, on a cosm > 1 — € sur tout 
cet arc, par suite 9, >> 0 (1 — €). Done, 


: aorta; 
d sera £ la plus grande des deux quantités 
apt id, 
(1 —e)*t 
D . . . I . . sie 
€ étant arbitrairement petit, (reyes sera arbitrairement voisin de 
l'unité. » 
Donc dans tout A’ ona 
d | 
don ee 


le deuxième membre étant un nombre quelconque supérieur à & d'aussi 
peu qu’on le voudra, pourvu que l’arc A, 0, B, soit assez petit. 
Envisageons maintenant la plus courte distance d de 3 à AOB lorsque 
z est très voisin de O. Ce peut être le segment Oz lorsque « > 1 ainsi 
qu'on l’a vu au n° 13 du chapitre précédent, alors d = p, ou bien une 
normale 33, menée de O à un des deux arcs OA ou OB, OA par exemple. 
1 


do® 


se réduit a 
d, 


Le rapport à étudier étant comme on sait la quantité 


J 
% . . 
= == 5: lorsque d = 9. Comme d, < 9, le rapport-étudié est certaine- 
ment > 1 toutes les fois que d =». 

Lorsque d est une normale zz, menée de O à l'arc OA par exemple, 


en considérant l'arc vv, que décrit ¢ lorsque z décrit 33,, on a évidem- 


ment d, <arc 662. 
asf lei État 
= = ot ; 


Donc 
En désignant par o' la distance Oz, il est clair que, sur 52, z|sera 
inférieur à la plus grande des deux quantités ¢ et 0’. Donc 


LE d 

d,< la plus grande des deux quantités % 
Lpa à. 
ot 
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L'arc OA ayant une tangente lipschitzienne on voit, comme précé- 
demment que, si cet are OA est assez petit (ainsi que OB) on a toujours 


p>p'(—e). 
Donc 
Leo 
AMIE 2 
d,< la plus grande des deux quantités % bis, ; ; 
a i 2524 
(UE 


c’est-à-dire 
1 


I at 
GE ee 


[<’ arbitrairement petit, puisque, ¢ étant arbitrairement petit, le 
I 


nombre Ga oz est arbitrairement voisin de 1 |. 
1 


LE are 
s Î est >(a—e’), e’arbitrairement 
1 


Dans le cas présent, le rapport 


petit pourvu que AOB soit assez petit. 


1 


dp* 


a, est donc dans A’ supérieur a la plus petite des deux 


Le rapport 


AFS I 
uantites 5 
q ? (ae) 
En définitive, sia>1,ona 


Sia<1,ona 
dp* 
d, 


€ étant arbitrairement petit pourvu que l’arc AOB soit assez petit. 


1 
=——1 


dp* 
| ad; 
pris entre deux limites positives finies et + o. Il en résulte immédia- 
tement que le rapport 


Il est done prouvé qu’au voisinage de O le rapport reste com- 


We) @(s) 
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W(¢) 


est comme le rapport en compris entre deux limites positives Jinies et 
à : 


~~ 0 dans tout le domaine A’. 


4. Excluons maintenant de D le voisinage (de rayon <) de tous les 
points de jonction des arcs frontière F, (sur lesquels © = o) et des 
arcs frontière F, (sur lesquels ® = 1) et supposons d’abord que les 
arcs frontière F, soient tous des arcs rectifiables à tangente lips- 
chitzienne et sans points anguleux. Désignons par d la plus courte 
distance de 3 aux arcs frontière F,, et par D. le domaine qui résulte 
de D lorsqu'on enlève le voisinage (<) des points de jonction. Il résulte 


de l'étude faite aux n° 2 et 3 que dans D., ) à une borne inférieure 


A(D, e).et une borne supérieure À, (D, e)ne die de Dete: 
A(D, ¢)<$ —— ae ei. (D, &). 


On sait d’ailleurs, par l’exemple du n° 29 (Chapitre I) que A, (D, €) 
devient infini si e tend vers zéro. 

D'ailleurs, en faisant déplacer z sur les arcs frontière F, qui bornent 
D. et sur lesquels ®(z) = 1 on voit que 


I 
Re ue. M Pts 
i, (D; €)2 min d sur F,” 


et lorsque < tend vers zéro il est clair que le minimum de dsur F, tend 
vers zéro, donc À (D, «) devient infini lorsque ¢ tend vers zéro. 

La question de savoir si A(D, ¢) peut tendre vers zéro avec e dépend 
des hypothèses faites sur la frontière de D aux points de jonction de Fi 
avec F,. Nous ne l’étudierons pas en détail. Disons seulement que, si 
un tel point C est, par exemple, situé sur un arc frontière de D possé- 
dant une tangente continue lipschitzienne autour de C, on verra aisé- 
ment par une représentation conforme auxiliaire transformant la partie 


+ ® 
de D voisine de C en un cercle que = ne peut tendre vers zéro pour 


aucune suite de points de D tendant vers C. 
On utilisera pour cela d’une part l’étude faite au n° 2 du présent 
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rth d ; : - 
chapitre (sur les limites du rapport — par representation conforme) et 


d'autre part l'étude faite du n° 29 du Chapitre I. 

Si tous les points de jonction sont du type de C, alors A(D, <) reste 
>2,(D) >, lorsque :->0, et par suite la formule D(:)2dX, est 
bonne dans tout D. < 


5. De ce qui précède, on déduit (si les arcs F, sont à tangente 
lipschitzienne) la majorante 


X(D, €) 
(13) li <(ÿ) pour m< M dans D., 


et, éventuellement dans D, si A(D, &) > À (D) > o pour -> 0, 


mt 


2! f Rod d D 
(1019 FA < (i) ans tout D, 


Si m > M on a, au contraire, 


(D, €)d 
4 J ae 
(14) | \I | < (i 
valable seulement dans D.. | 
Lorsque les arcs frontière F, présentent des points anguleux en 
nombre fini C,C,,...,C, où se rencontrent des arcs de F, à tangente 


lipschitzienne faisant en C; l'angle #7, on voit tout de suite en dési- 
gnant par p; la distance de = à C; que 


d z) 

K 
aye 

1 


a deux bornes inférieure (D, <), et supérieure X,(D, ¢) dans tout 
domaine D., d'où les formules 


Ke ots 
NO ER: mes À = ee 4 
d'à | i pi =< O@ =)’ all pi ; 
1 1 
valables dans D. et les majorations correspondantes 


ket 
——1 
Vee N'aTT e% 
(15) Le <() 1 pour <1 


Di. a 
com * 
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et 
ee Der 
4,4 TT 0% 
f(s) m\} i m 
16 = u Dee 
(16) M <= i) pour M Sail, 


les formules précédentes n’étant avantageuses (comme on l’a déjà fait 
remarquer au n° 30 du Chapitre 1) que dans des domaines A intérieurs 
à D, ayant en commun avec D des points ou arcs frontière appartenant 
tous à F, (et excluant les points de jonction de F, avec F,). Comme on 
l'a vu (n° 30, Chapitre I), on a en tout point intérieur à D. 


1 (D, ne Lot DES a OST 


K 
aly [lé 
4 4 


K 


1 
o<X(D,e)4[ | 2 en 
1 


‘ car D(z) <1; 


on en déduit 


dans D et par suite (13) ou (15) est avantageuse lorsque m< M quel que 
soit A pourvu qu’il n'ait pas de point frontière sur F, car sur F, on voit 
en raisonnant comme au n° 30, Chapitre I, 1°, qu’en général la for- 
mule (13) ou (15) donne une majorante de | /| qui surpasse m; sur F, 
(13) ou (15) n’est donc pas avantageuse). De même, lorsque m > Mon 
verra que (14) ou (16) ne sont avantageuses que dans la partie de A où 


A,d< 1 ou bien 
K 4 
ria | | et ae 
1 
car on a yu (n° 30, Chapitre I, 2°) qu’au voisinage de F, les produits 


K D (ies 
—~4 
na 
ah 


peuvent devenir >1 et fournir dans certaines parties de A une majo- 
rante de | /| qui surpasse la majorante élémentaire | f|£m. 


À dou 


6. Dans ce qui précède, moyennant des hypothèses sur les ares fron- 
tière F,, où l’on a | /(z)|<M, nous avons obtenu une majorante de | f| 
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dans des domaines A intérieurs à D et ayant en commun avec D des arcs 
frontière appartenant tous à F, (et excluant les points de jonction des 
arcs F, et F,). On peut maintenant à condition de faire sur les arcs 
frontière F, (où l'on suppose | f(z)|<m) les mêmes hypothèses que sur 
les arcs F, (tangente continue et lipschitsienne avec points anguleux pos- 
sibles en nombre fini) obtenir, à partir de la précédente, une majorante 
meilleure que la précédente, valable dans tout le domaine D. obtenu 
en excluant de D le voisinage (de rayon <) des points de jonction de 
F, et F,, et, a fortiori, dans des domaines A intérieurs à D, ayant avec D 
des arcs frontière communs appartenant à F, et a Fy. 


7. Considérons en effet D(z) harmonique et régulière dans D, 
prenant sur F, et F, respectivement les valeurs zéro et un. Alors 
1 — ®(z) harmonique et régulière dans D prendra sur F, la valeur un, 
et sur F, la valeur zéro; 3 étant un point de D, on appellera d, sa plus 
courte distance à F,, d, sa plus courte distance à F,. Pour simplifier, 
nous supposerons F, à tangente lipschitzienne mais sans point angu- 
leux; de même F,; nous admettons des points anguleux à la jonction 
de F, et F,. Si F, par exemple présentait des points anguleux il fau- 
drait remplacer, dans la suite, d, par un terme tel que 


K 
a TL 
1 


Ci, Go, ..., C, étant les points anguleux (voir le numéro précédent). 


(<) 


Alors, il résulte de ce qui précéde que — reste compris dans D. 
1 


entre deux bornes a, (D, ¢) et b,(D, €) positives, finies et +40, et en 


permutant les rôles de F, et F, que ea reste compris dans D, 


entre deux bornes 
a,(D,¢) et 6,(D, e) 


® ae 
Aor <b, ay< —— <b. 
1 


Il en résulte que 
ay d, @ b, d, 
be de ae a 7 


LA "Ne wal 
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c’est-à-dire 
d, ® d, 
a ar eee 
pour des valeurs convenables A(D, <) et A,(D, ¢) positives et finies. ° 
Puisque ® est entre o et 1, il résulte de ce qui précède la double borne 

Ao A,0 d, 
Ea SRY a a 
La double borne obtenue pour Da l’avantage de se réduire, comme ®, 
à zéro sur F, (puisque, sur F,, à = 0) et à un sur F, (sur F,, à —%) et 
par conséquent, de conduire à une majorante de | /| se réduisant à M 
sur F, et à m sur F,. Cette majorante est 


; JC) (m\ AG 

LA sim<M, lof |<los (Fr) ag 
| fC) (Re \ A,0 

(18) st m > M, IQ ES <los(ÿ) PES 


od =F A(D,<)<A,(D,¢), constantes positives finies. (17)et(18) sont 


Ao A,0 
valables dans tout D. et les deux quantités - ae ea rag is sont com- 


prises entre o et 1 comme le ( de la formule il< (nm)? rappelée au 


début du mémoire en sorte que les formules (17) et (18) sont avanta- 
geuses dans tout D.. 


Mais en vertu des formules À = > A, = a on voit (puisque 6, et 


b, deviennent infinis quand € +o, lobe que a, et a, restent finis), 
que À tend vers zéro et A, vers l'infini, lorsque « > 0, en sorte que les 
formules (17) et (18) ne s'étendent pas à tout D, mais exigent toujours 
qu'on écarte le voisinage ¢ des points de jonction de F; et Fy. 


8. Disons un mot du cas où l’on fait sur les frontières de D des hypo- 
thèses moins restrictives que les précédentes. On peut obtenir encore des 
majorantes des types précédents, valables seulement dans des 
domaines A ayant encore des poënts frontière, mais non des arcs fron- 
tière communs avec D. A cause de la grande diversité des cas qu’on 
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peut envisager, nous nous bornerons ici a quelques indications. Sup- 
posons, par exem ple, F, et F, ares de Jordan sans points Rp avec 
fISM sur F,et|f}£msur F,. Soit O un point appenonant à un arc F, 
et non jonction d’un F, avec un F,. Supposons qu il soit possible de 
trouver un secteur circulaire © d’angle ax, de sommet O, de rayon 
assez petit pour que tous ses points sauf O soient intérieurs à D, AO et 
OB seront les côtés rectilignes du secteur. Si par exemple M >m, on 
aura |f|<< M sur AO et OB. Sur l'arc circulaire ACB, on aura 
| /|<m, = mÉM'$ (avec B constante, o< <1). Puisque m, <M, 
on pourra, dans le secteur &, avoir la majorante (6) 


| = =1 
Fe m, radp* __[m »B dp*™ 
lal < (a) =\M 
et par conséquent, dans tout domaine A intérieur a D, aboutissant en O 
par l’intérieur de È (‘) et pouvant d’ailleurs aboutir à des arcs F, 


(mais sur ces arcs la majorante n’est pas avantageuse), on aura encore 


une majorante du type (6) 


st 


4, m Aap® 
il<(i) 
A = constante positive, o = distance Oz, d = distance de s à AOB. 


9. Conclusion. — En règle générale, lorsque F, et F, sont simple- 
ment des arcs de Jordan, il suffira donc, pour pouvoir utiliser les majo- 
rantes établies dans ce mémoire sous les conditions de frontière envi- 
sagées au Chapitre I ou au Chapitre IL (n° 1 à 7), de considérer des 
domaines A intérieurs à D, limités par exemple par des courbes analy- 
tiques aboutissant à des points de F, ou F,, d'établir d’abord une pre- 
miére limitation élémentaire sur les courbes frontière de A, à partir de 
laquelle, par application des formules du présent mémoire, on 
obtiendra des limitations plus précises valables dans tout A. 


TS 


(1) C'est-à-dire que la partie de A suffisamment voisine de o devra être inté- 
rieure a >. 
ee À —_— 


OR à 


SUR LES 


FONCTIONS D'UNE VARIABLE RÉELLE 


QUI ADMETTENT UN THEOREME D’ADDITION ALGEBRIQUE 


Par M. Paut MONTEL 


1. On dit qu’une fonction f(x) possède un théorème d’addition 
algébrique lorsque x, y et x + y appartenant au domaine d’existence 
de cette fonction, les nombres f(x), f(y), f(æ+7) sont liés par la 
relation: 


(1) FIf(2), f(y), f(e@+y) l=, 


dans laquelle F désigne un polynome de trois variables. 

Weierstrass a démontré dans son enseignement que, si f(a) désigne 
une fonction analytique de la variable complexe x, qui vérifie la rela- 
tion (1), f(x) est, ou bien une fonction algébrique de x, ou bien une 
fonction algébrique de e””, m désignant une constante, ou bien une 
fonction algébrique de la fonction elliptique px. Nous désignerons de 
telles fonctions par l'expression « fonctions W » et, plus particulié- 
rement, fonctions W de première, de seconde ou de troisième espèce, 
suivant que f(x) est une fonction algébrique de +, de e”* ou de pz. 
Lorsque f(a) est une fonction uniforme, c’est une fonction rationnelle 
de a, de e"* ou de px. Des démonstrations de ce théorème de Weier- 
strass ont été publiées par M. Phragmén (') et par M. Keebe (’). 


(1) Sur un théorème concernant les fonctions elliptiques ( Acta mathema- 
tica, Bd 7, 1885, p. 33-42). 

(2) Ueber diejenigen analytischen Funktionen eines Arguments welche ein 
algebraisches Additionstheorem besitzen, und die endlich-vieldeutig umkehr- 
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l'intervalle (o, a) CN CE 


que des solutions analytiques. 


us are en a à domé une 


_gnement OR 


Le 


2. Prope -nous a0 déterminer la: 


tion (1) lorsqu’ on ne suppose plus que 
| tique, et qu’on se borne aux fonctions contir 
En d’autres termes, la fonction f(a) étant 

Br <æ<a, dans quels cas pourra- -t-elle vérifier t 

algébrique de la forme Cry lorsque ba et #49 Re 4 


eal 


Nous allons voir que le résultat est encore le même : la fone- re BS ey 


tion f(a) doit étre une fonction W. L’équation (1) ne peut admettre = 


que des solutions analytiques. On peut considérer cette équation | 


comme une équation aux différences finies; elle ne possède, une 


l'équation différentielle correspondante 


FLf(æ), flo, 


Il importe de remarquer dès maintenant que la fonction f(x) ne 
représentera pas la même fonction analytique dans tout l'intervalle 
(o, a), de même que l’on peut obtenir une solution de l’équation dif- 
férentielle qui soit une fonction continue formée de morceaux ARR 
tiques es vec 

L'intervalle (o, a) pourra être partagé en un nombre fini d’inter- 
valles partiels dans chacun desquels f(a) coincidera avec une fonc- 
tion W toujours de la mème espèce : plus précisément, si /,(a) 
désigne la fonction analytique avec laquelle coincide f(a) dans l’un 
des intervalles, les fonctions analytiques qui Se dans 
les autres intervalles seront de la forme /,(æ + C), C désignant une 
constante qui varie avec l’intervalle considéré. 


a ae RQ ER OC Re PL ng eee ae 


baren Abelschen Intégrale (Mathematische Abhandlungen H. A. Schwarz zu 
seinem fonsigialeiver Doctorjubiläum gewidmet, ae P: 192-214). 


(*) E. Picaro, Lecons sur quelques équations fonctionnelles (Paris, Gauthier- 
Villars et Cle, 1928, p. 64 -79). 


ti | SUR LES FONCTIONS D'UNE VARIABLE REELEE, ETC 2." à 


ee as. M. ene nus que la nie f(æ) est uni- 
_ forme dans une région et continue en un point de cette région, et, 
d’autre part, que le polynome F n’admet pas certaines transformations 
singulières en lui-même qui ne sont pas précisées. | 
Dans ce travail, nous donnerons, en particulier, une démonstration 
“nouvelle du résultat de M. Ritt. Nous étudierons les formes que peut 
_ prendre le polynome F pour que la solution soit une fonction analy- 
_tique unique. Nous examinerons en détail le cas où le polynome F est 
_ du premier degré par rapport à une des variables : dans ce cas, toutes 
| les formes possibles de F peuvent être aisément déterminées. Enfin, 
__ nous aborderons l'étude d’un système de deux équations fonction- 
nelles à deux fonctions inconnues. Les principaux résultats de ce 
= Mémoire ont été présentés à l’Académie des Sciences, dans une Note 
_ du 12 mars 1928. 


ap Considérons l’équation 
Re 10), fer l= 
: dans laquelle nous poserons 
KS f(z), Y= =f(y) Z=f(e+y); 


_ nous supposerons que F(X, Y, Z) est un polynome irréductible en X, 

-Y, Z. La fonction f(a) est supposée continue dans |’intervalle (0, a). 

_ Nous nous proposons de montrer que /(a) est formée d’un nombre 
fini de morceaux analytiques. 

_ Il est facile de former des exemples de fonctions continues du type 

précédent vérifiant une équation de la forme (1). Par exemple, la 


CIS Fo Bret, Real functions with algebraic addition theorems (Transac- 
tions of the american Mathematical Society, vol. XXIX, 1927, p. 361-368). 
(2) H. Perrint, Ueber Funktionen die ein algebraisches Additionstheorem 
besitzen ( Ofversigt af Kongl. Vetenskaps-Akademiens Forhandlingar, 1901, 
Arg. 58, p. 297-305). Je dois cette référence à une communication obligeante de 
SoM J <P. Kitt. 
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fonction |a|, formée au moyen des fonctions analytiques æ et —x 
vérifie l'équation 

(XIE VI 7} AUX V0. 
mais cette équation n’est pas irréductible et se décompose en quatre 


équations : 
i rata sie ea hE. 


Si l’on considère l’équation irréductible vérifiée par sina : 
(X24. Y?— Zt)! 4X*Y2(1— Z?) = 0, 


elle est aussi vérifiée évidemment par la fonction | sina|, formée des 
deux fonctions analytiques sina et — sina ('). 


4. Montrons d’abord que la fonction f(x), si elle ne se réduit pas a 
une constante, ne prend qu’un nombre fini de fois chacune de ses 
valeurs. Le cas où f(a) est une constante sera toujours écarté. 

D'abord, f(x) ne prend qu’un nombre fini de fois la valeur f(o) 
lorsque æ est voisin de zéro. Dans le cas contraire, on pourrait, en 
effet, trouver une suite de nombres positifs 


PAROLE NES LES 


ayant pour limite zéro et tels que f(h,) = f(o). Soit a, une valeur 
arbitraire intérieure à l'intervalle (o, a). L’équation 


(2) F{X, f(o), Z]— 


n’est pas une identité, sinon F, divisible par Y — /(o), ne serait pas 
irréductible. Si pour X =X, = /(x,), l'équation en Z devenait une 
identité, le polyaome F[X <f(a); Z| serait divisible par X — X,, ce qui 
ne peut se produire qu’un nombre fini de fois pour des valeurs 4, 
EE ds PEUR 

proie d’abord que ces valeurs n’existent pas; quel que soit ,, 
l'équation 

F[X,, f(o), Z]— 

TE TS RL PU CO LE 

1) Cf. Rurr, loc. cit. p. 361 
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définit un nombre fini de valeurs de Z; or on a, quel que soit n, 
FL f(%), fn); f(Go+ hn) |= 0 


et f(h,) = (0). Done, une infinité des nombres f(x, + h,) sont 
égaux entre eux, donc a f(x), puisque f(æ) est continue en æ,. La 
fonction f(x) prend, au voisinage de tout point x,, une tie de 
fois la valeur f(x,) pour des valeurs de æ supérieures à ay. Il en 
résulte que f(x) est constant. En effet, si f(x) n’était pas constant, il 
existerait deux valeurs 2,, x,, intérieures à l'intervalle et telles que. 
f(x) et f(x,) soient différents. Supposons 


et soit AB la corde qui joint les deux points de la courbe d’abscisses x, 
et 2,. Si f(x) a, dans l’intervalle (x,, æ,), des points au-dessous de AB, 
soit C, celui qui est le plus éloigné de cette corde. Au point C, la 
courbe est, dans le voisinage, située au-dessus de la parallèle à AB 
menée par C, donc il n’y a pas de points de la courbe a droite de C sur 
un petit segment parallèle à l’axe des æ issu de ce point. Si tout 
l'arc AB est au-dessus de la corde, alors il n’y a pas de points de la 
courbe à droite de A sur un petit segment parallèle à l’axe des x 
issu de ce point. On raisonnerait d’une manière analogue si /(2,) 
était supérieur à /(æ,). Donc, puisque f(x) prend une infinité de fois, 
à droite de x, chacune de ses valeurs, c’est que f(x) est une cons- 
tante ('). 

Supposons maintenant qu'il existe une seule valeur # de X pour 
laquelle l'équation (2) soit une identité; désignons par E l’ensemble 
des valeurs de a pour lesquelles (oe k. Soit x, une valeur de 
l'intervalle (o, a). Si æ, appartient à E, on a /(a,) = &. Si x, n’appar- 
tient pas à E, il est intérieur à un intervalle contigu à E dont les 
extrémités a, et x, sont des points de E, puisque E est fermé, la fonc- 


(:) Nous venons de démontrer en même temps une proposition connue : si 
les nombres dérivés à droite d’une fonction f(a) ne sont jamais de même signe, 
la fonction est une constante (cf. H. Leseseur, Lecons sur l'intégration et la 
recherche des fonctions primitives, 2° édition, Paris, Gauthier-Villars et Cie; 


1928, p. 77). 
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tion f(x) étant continue. Dans l'intervalle (x,, æ,), /(x) est constant 
comme le montre le raisonnement précédent, et comme 


f(4) HfL.) = k, 


on a aussi /(x,) = 4; f(x) serait donc aussi constant. 

En raisonnant de proche en proche, on étend le résultat au cas où il 
existe deux, trois, etc., p valeurs de X transformant l'équation (2) en 
identité. 

Je dis maintenant que /(#) ne peut prendre une infinité de fois la 
même valeur, différente de f(o0). Dans le cas contraire, il existerait 
une infinité de valeurs x, ayant pour limite unique une valeur x, et 
telles que LS 
Jan) = (to) = X0 
quel que soit n. L’équation 

F[X,, Y, Z]=o 


n’est pas une identité en Y et Z, sinon F serait divisible par X — X,. 
Elle peut étre une identité en Z, pour certaines valeurs de Y en 
nombre fini. Mais on peut toujours trouver un intervalle (0, à) assez 
petit pour que Y = f(y) ne prenne aucune de ces valeurs si l’on a 


o<yS8, 


puisque, dans le voisinage de zéro, f(y) ne prend qu’un nombre fini 
de fois la même valeur : cela est évident, à cause de la continuité, si 
cette valeur n’est pas /(o), et cela résulte de ce que nous venons 
d'établir, si cette valeur est f(0). Soit y une valeur de cet intervalle, 
distincte de zéro. L’équation 


Fl f (40); (9), f(an+y)]= 0 


montre que, pour tout point æ de l'intervalle (æ,, 2) +), f(x) prend 
à droite de x une infinité de fois sa valeur en ce point; donc J (x) est 
égal à la constante /(2,) dans cet intervalle. En recommencant le rai- 
sonnement pour le point a, + à, on voit que f(a) est constant dans 
l'intervalle (æ,, æ, + 20); et ainsi de suite. Done f(x) = f(æx,) dans 
l'intervalle (a, a). En partant de l'équation 


FT f(ær— y), FCI, TOITS 0, 
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on démontrerait de la même manière que f(x) est constant dans 
l'intervalle (0, x,), donc f(a) est une constante. 

La proposition énoncée est établie : f(x) ne prend qu'un nombre fini 
de fois chacune de ses valeurs; en particulier, f(a) ne peut être cons- 
tant dans aucun intervalle. 


5. Nous pouvons maintenant établir que la fonction f(x) possède 
une dérivée dans un intervalle intérieur à (0, a). 

L’équation en Z 

| SORA EE 


n’admet pas une racine multiple quels que soient X et Y, sinon les 
polynomes F et a admettraient un diviseur commun de degré non nul 
et F ne serait pas irréductible. Il peut arriver que, pour certaines 
valeurs X’ de X, l’équation en Z ait une racine multiple quel que 
soit Y, mais ces valeurs X’ sont en nombre fini. A ces valeurs X’ 
peuvent correspondre des valeurs +’, en nombre fini, telles que 
f(æ')=X!. 
Pour une valeur x,, distincte des valeurs x’, l'équation en Z 
F(X,, Y, Z)— 0, 

dans laquelle X,= f(x.) est distincte d’une valeur X’, ne peut avoir 


de racine multiple que pour des valeurs Y’ de y, en nombre fini. A ces 
valeurs Y’ peuvent correspondre des valeurs y’, en nombre fini, telles 
que f(y") = Y'. 
Prenons une valeur y,, distincte des y’; l'équation en Z 
F(X,; Ye Z)=<0 


a toutes ses racines distinctes et il en est de même si æ et y 
demeurent voisins de x, et y,. Il existe donc des nombres positifs h 
et k assez petits pour que, quels que soient x et y vérifiant les 
inégalités 

|2—am\<h, [evo 


l'équation en Z 
F(X, Y, Z) =o 


ait toutes ses racines distinctes : l’une d’elles est /(æ +7). 
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_ Faisons le changement de variable 


u—=Y—f(}); 
les mêmes résultats sont applicables à l'équation correspondante 


FIX, I(%) + U, Z|= G(X, i Di) == OF oe, < 


En particulier, l'équation en Z 


G(X, u, Z)=0 


admet des racines distinctes pour w voisin de zéro : une de ces racines 
est f(x, + y) et admet le développement 


f (@o+ y) = C(X) + A(X, )u7 + B(XS)u/ +... 


Ce développement est valable pour |w| assez petit et lorsqu'on rem- 
place X, par une valeur voisine X : on peut supposer / assez petit 
pour que le développement soit valable en remplaçant X, par 
X = f(x), pourvu que [æ — x,| soit inférieur à h. Les fonctions A(X), 
B(X), C(X), ... sont des fonctions algébriques de X, p est un entier, 
et l’on a A(X,) 0. D’ailleurs C(X,) = f(a + y,); les autres racines 
ont des développements analogues, mais les termes constants sont 
tous différents de f(a, + Yo). 
Donnons à x une valeur voisine de z,, on aura 


f(æ+y)=C(X)+A(X)u + B(X)urt +... 


En effet, f(a + y)est donné par un des développements déduits des 

précédents en remplaçant X, par X; mais, si æ est voisin de a, 

f(x+ y) doit être voisin de f(æ,+ y) eten particulier, f(æ+y,) doit 

ètre voisin de f(x, + Y,); or, cela ne peut arriver que si l'on prend le 

développement commençant par C(X). D'ailleurs C(X) = f(æ +7). 
On peut donc écrire 


f(a +y)— fle +n)=u[A(X )+B(X )u +... 
f(Lo+y) — f(to+ Yo) = uP[ A(X) + B(X,)u sf 


les seconds membres sont des fonctions continues de æ et y, Voisins 
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respectivement de x, et y, : on en déduit 


SOY Sf eee ya AX) 
F(m+y)—flm+y%) A(X) 


+ &, 


e étant infiniment petit avec y — y,. A(X,) n’étant pas nul, nous sup- 
poserons À assez petit pour que A(X) ait le signe de A(X,). Posons 


ILE Yo) ox), 


hs Y — Jo; 
on pourra ecrire 


p(z +n)— (x ) eS ALf(e)] 


O(a +n)—O(x%)) AT f(%o) |] 


+ €, 


e étant infiniment petit avec y. 
Soit A, un nombre dérivé de (x), au point x, obtenu en donnant 
a n la suite des valeurs ,, h;, ..., h,, ... tendant vers zéro. 
De l’égalité 
(3) PEER = PC) ec) | AUEN |; 
hn hy AT f( Lo) | 


on déduit que l’un des nombres dérivés A de (a) est donné par 
l’équation 


12, AU 


Lf (20) ] 
Je dis que A, est nécessairement fini; en effet, si l’on avait par 
exemple A, ==— 0, À serait égal à —o, quel que soit x dans l'inter- 
valle (2,—h, x, +h). Cela est impossible, comme on le voit en 
reprenant le raisonnement de la page 69 : en l’un des points A ou C 
tous les nombres dérivés sont bornés inférieurement. Puisque A, est 
fini, ’équation précédente montre que A est une fonction continue 
de æ : on en conclut aussitôt que (x) admet une dérivée en tout point 
de l'intervalle ('). 

On peut le vérifier aisément : l'égalité (3) montre que le rap- 
O(& + An) — px) 

ae 


port est borné quel que soit n et quel que soit x dans 


ee ee 
(*) Cf. H. Lepescur, Leçons sur l’intégration et la recherche des fonctions 
primitives, 2° édition. Paris, Gauthier-Villars et C'*, 1928, p. 74. 
Ann. Ee. Norm., (3), XLVI. — Mars 1931. 10 
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l'intervalle (a) — À, +h) ou (a, x,). En appliquant un théorème 
classique de M. Lebesgue sur l'intégration terme à terme des suites 
convergentes bornées, on aura 

| | Fo(z+hn)—p(z), 7" (" 
(4) lim f ere do= [ de. 


n = © 


Soit B(x) une primitive de 9(a), on peut écrire 


rth 


ip p(x + hh) dx = o(x)dx= (2+ h,)—®(a,+ hn)s 
x : Li + An 
ib p(æ) dx = (x) — O(a). 


Le premier membre de (4) peut donc s’écrire 


D(z +h,)— O(z) Pix, + hr) —D(x,). 
hy oe à hy 2 
il a pour limite | 
p(æ)— (x) 


quand n croît indéfiniment. Donc 


(x) — eta)= f À dx. 
Cette dernière égalité montre que À est la dérivée 9’(x) de o(x) dans 
lintervalle (æ,, æ,). Donc, f(x +7y,)a une dérivée continue dans 
l'intervalle (x, — h, 2) + h) ou, en d’autrestermes, f(a) a une dérivée 
continue dans l’intervalle (a+ y, — h, &o + Yo + h). 


6. Nous pouvons maintenant montrer que f(x) est analytique. 
D'abord, f(x) est analytique dans l'intervalle précédent, car 9(a) 
vérifie l'équation différentielle 


A[S(æ)] 


Dr) = hyp 


Al f(%o)] 


Ja + yo) = A f(x)], 


ou 


AI /(x)] désignant une fonction algébrique de son argument. On 
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peut encore écrire 
J'z)= Al f(x — 70) |}, 
la variable x parcourant l'intervalle (x,, x, ). 
. Si l’on considère maintenant l’équation 


ETC) fe) |= 0, 


on peut supposer que les nombres 2, y,, ont été choisis de façon 
que F(X, Y,, X,) ne soit pas identiquement nul. En effet, le polynome 
en X:F(X, Y, X,), ne peut étre identiquement nul que pour certaines 
valeurs de Y en nombre fini auxquelles correspondent des valeurs y” 
de y en nombre fini. Il suffit de prendre y, différent à la fois des va- 
leurs y" et des valeurs y’ introduites à la page 71. On peut alors résoudre 
en f(æ— y,) l'équation précédente si / est assez petit et l’on obtient: 


f(e—yo)=B[f(x)], 
GB f(x)| désignant une fonction algébrique de f(x), et par suite, 
(9) f'(2)=A Bl f(z) ]}=e[f(x)], 
C| f(a) ] désignant encore une fonction algébrique. 
Puisque f(x) vérifie l’équation différentielle (5), qu'on peut mettre 
sous la forme 
H[ f(z), f(x)]= 0, 
H désignant un polynome, on voit que f(a) est analytique dans 
l'intervalle (x,, x,). 
Soit maintenant (x,, æ, + l)un intervalle intérieur à (x,, x) : 
Dee El; 
L’équation 
(6) Fi f(z), f(4), f(@+ 4) ]=09, 


dans laquelle x varie de x, à x, + {, peut avoir, quel que soit x, des : 
racines multiples en Z— f(x +1). Cela ne peut arriver que pour des 
valeurs Y’ de Y= f(y) en nombre fini, auxquelles peuvent corres- 
pondre des valeurs y‘ en nombre fini, nous supposerons que le 
nombre / est différent de toute:valeur y: on voit qu’on peut prendre / 
aussi voisin qu’on le veut de x, — 2. 

Le nombre / étant ainsi choisi, l'équation (6) ne peut avoir de racine 
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multiple en Z ou étre une identité en Z pour que certaines valeurs X’ 
de X en nombre fini, auxquelles peuvent correspondre des valeurs 2’, 
en nombre fini, contenues dans l'intervalle (æ,, 2,+-/) et telles que 
f(a’) =X’. Ces valeurs partagent cet intervalle en un nombre fini 
d’intervalles partiels. 

Soit (2, v,) l’un d’eux; lorsque x varie dans cet intervalle, l’équa- 
tion (6), résolue en f(x + /), donne pour f(x + /) une fonction ana- 
lytique régulière de f(a). Mais f(a) est régulière en x, donc /(@+/) 
est analytique et régulière en æ. Donc, dans l'intervalle (x, + 1, æ, +0), 
la fonction f(x) est analytique. Les valeurs de f(x) forment donc des 
fonctions analytiques dans les intervalles, en nombre fini, obtenus en 
partageant l'intervalle (x, + /, æ, + 2/) au moyen des points a’ + J. 

En répétant le méme raisonnement pour le nouvel intervalle 
(æ,, æ, + 21), on passera à l'intervalle (x,, 2, + 3/), etc.; on atteindra 
le point a au bout d’un nombre fini d'opérations. 

L’équation 

F[f(z@—2), JD, f(#)|=o 
permet de même d’atteindre les intervalles (a, — /, 2,), puis 
(x,— 21, x,), etc.; jusqu'au point o. Au total, on aura partagé 
l'intervalle (o, a) en un nombre fini p d’intervalles partiels dans 
chacun desquels f(a) est analytique et régulière. Chacune de .ces 
fonctions est une fonction W : donc f(x) est composé de fonctions W, 
en nombre fini. 


7. Soient 
Ji(æ), f:(x), eae f(x) 


les différentes fonctions analytiques avec lesquelles coincide f(x) 
dans chacun des p intervalles partiels. Je dis que, à l’intérieur de 
chaque intervalle, la fonction correspondante vérifie une même équa- 
tion différentielle. 

Considérons en effet la relation 


(7) Flflx), fit), fe +y)]=0, 


dans laquelle x est supposé dans l'intervalle relatif à fi(x) et y assez 
petit pour être situé dans le premier intervalle, relatif à J; (a), et pour 
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que x + y soit dans l’intervalle de fi(æ). En différentiant par rapport 


._àæet à y, on obtient 


DEAR OF 
(8) ox lite) + gzJitz +) =, 
OF , AF .. à 
(9) Sy iQ) + 5 file+y) = 


L'élimination de f(x + y}, f(x + y), entre les équations (7), (8), 
(9), conduit à une relation dans laquelle nous donnerons à y une 
valeur fixe, o par exemple. Soit 


H[ file). fi(æ)]= 


la relation obtenue, dans laquelle H désigne un polynome. On pourra 
faire le même calcul pour chaque fonction /;(æ); donc, chacune de 
ces fonctions appartient à une solution de l’équation différentielle 


HL f(x), fle) |= 


dont l’intégrale générale est de la forme f(x + C), C désignant une 
constante. Les fonctions /,(a) sont donc de la forme 


J(z+G), J(2+0C), 5 Ref) (x + CG), 


C,, C,, ..., C, désignant des constantes ('). 

En particulier, on voit que les fonctions /;(a) sont des fonctions W, 
toutes de même espèce. On peut d’ailleurs le voir directement, en 
remarquant que /f;(a) et f,(x) sont liés par une relation algébrique. 

Réciproquement, étant donnée une fonction W, on peut se proposer 
de déterminer des intervalles et des constantes de manière à obtenir 
une fonction de variable réelle possédant un théorème d’addition algé- 
brique. Ce problème n’est pas entièrement résolu. On trouvera, dans 
le Mémoire cité de M. Ritt, des conditions nécessaires auxquelles 
doivent satisfaire les fonctions /;(x): 


8. Soit (o, «) l'intervalle correspondant à la fonction analytique 
f(x). Supposons « <a, de façon que f(x) soit égal, lorsque x est 


(1) Cf. Rirr, loc. cit., p. 367. 
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supérieur à «, à une fonction analytique différente f,(æ). Considérons 
l'équation 
(10) F[fi(æ), (7), f(æ +y)]=0, 


a 
vérifiée par la fonction f lorsque æ et y sont dans l'intervalle (0, «). 
Supposons qu'il existe deux valeurs x,, y, intérieures à cet inter- 
valle, vérifiant 

Ly + Yo À 


et telles que 
ORL, (earls Pade C1. 
OL 


soit différent de zéro. Alors, l’équation (10) définit f(a) dans le voisi- 
nage de « comme une fonction analytique régulière de /,(2) ou 
de f,(y). Si, par exemple, on laisse y fixe et égal à yo, on voit 
que f(x) est analytique et régulière en æ autour de «, puisque /, (2) 
est régulière autour de æ,. Or, pouræ <2, f(x) coincide avec /, (x), 
et pour æ >æ,, f(x) coincide avec f,(æ); done f,(æ) est le prolon- 
gement analytique de f,(æ) et a n’est pas la limite de l'intervalle 
dans lequel f(x) coincide avec f,(x). 

Pour qu'il puisse exister des fonctions /;(a) distinctes, il faut que, 
quels que soient les nombres 2, et y, dont la somme est «, la dérivée 


OMS 2 
SZ soit toujours nulle. 


Cette dérivée doit être nulle, pour les valeurs X, Y, Z, définies par 


les égalités 
Xe (2), Y—f(a— x), LB f(L) 


Considérons la surface algébrique (S) représentée par l'équation 


F(X, Y, Z)— 0; 


comme f(a) n’est constant dans aucun intervalle, les relations précé- 
dentes définissent une courbe plane (L), située sur (S), en chacun 
des points de laquelle le plan tangent est perpendiculaire au plan 
des XY, si le point est simple. En d’autres termes, la surface (S) 
possède une courbe (L) située dans un plan parallèle au plan des XY, 
qui est une courbe multiple de la surface ou une courbe du contour 
apparent correspondant à la direction OZ. 
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On peut ajouter que la courbe (L) est nécessairement multiple si la 
dérivée de f(x) reste finie au point «. En effet, on a, au point «, 


OF OF 

ox J (0) ss az J (#) = 
OF oF à 

avs (0) Ale 97 NO): 


à F : é F 
Comme f'(x) est fini et a nul, on doit avoir © = w=, sauf 
peut-être aux points 2, ou y, en lesquels /’ (x) est nul. Mais les points 


ou cette dérivée n’est pas nulle sont denses dans tout intervalle; donc 
be dar OP 208 : ; 
les dérivées 5 et = sont nulles en tous les points de (L). On verrait 


de méme que la surface (S) posséde une courbe (L’) située dans un 
plan paralléle au plan des YZ qui est, ou bien une courbe multiple, ou 
bien une courbe du contour apparent correspondant à OX. Et l’on 
obtient aussi une troisième courbe (L”) jouant le même rôle par 
rapport au plan des ZX; de plus, les trois plans sont équidistants de 
l'origine si les axes sont rectangulaires. 

Démontrons par exemple l’existence de la courbe (L’). L’équation 


(11) Fl f(@—y), fity), fs(æ)] = 0 


est vérifiée par /, lorsque y est dans l'intervalle (0, «) et x dans lin- 
tervalle (a, 6) correspondant à f, (a). Soient a, y, deux nombres 


tels que 
Lola Joes 
pour lesquels 


SLs files He) 


soit différent de zéro. L’équation (11) définit alors f(æ) comme une 
fonction analytique autour de « : on le voit par un raisonnement tout 
à fait semblable au précédent. Donc, si « est un point de séparation de 
ae . OF : 
deux intervalles, on doit avoir a =o, en tous les points de la 
courbe (L’) : 
», Ca BE aE Y—=f(xz— x), LJ Cw. 


Le plan tangent est parallèle à OX en tous les points de cette 
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courbe à moins que (L’) ne soit une courbe multiple, ce qui aura 
nécessairement lieu lorsque la dérivée de f(x) est finie au point «. 
Par exemple, pourla fonction f(æ) —|sinx|, la relation 


(X24 Y?— 72} GX YA(1—Z?)—0 


représente une surface admettant la bissectrice 
NN 7 


comme axe ternaire. Les sections par les plans de coordonnées sont 
des droites doubles; en particulier, le plan des XY donne les droites 


VX L—= 0d. 


Les limites « des intervalles doivent vérifier l'équation 
f(æ)=0: : 
ce sont les nombres #7. 

En résumé, pour que f(x) soit formé de plusieurs fonctions analy- 
tiques, ul est nécessaire que la surface (S) possède trois courbes situées 
dans des plans P, P', P’, équidistants de l’origine et parallèles aux plans 
de coordonnées, et que ces courbes soient multiples ou des courbes de con- 
tours apparents de la surface. 

Dans le cas contraire, f(x) est une fonction analytique W unique. 

En particulier, f(a) est une fonction analytique unique lorsque le 


polynome F(X, Y, Z) est du premier degré par rapport à une des 
variables. 


9. Examinons quelques cas particuliers. Soit la relation 
(11) SPE ALB) SOS 


RK désignant une fraction rationnelle. Nous dirons qu’une fonction 
continue f(a) admet un théorème d’addition ou de soustraction ration- 
nelle lorsque cette fonction vérifie la relation précédente avec le signe 
plus ou le signe moins. 

Toute fonction analytique vérifiant la relation (11) est uniforme : il 
suffit de reprendre un raisonnement de M. Phragmén ('). Prenons par 
a eS CS WE As i ee Tp ae ee 


(*) ParaGuéx, loc. cit. 
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exemple la relation 
(12) f(e#+ y)=&[ f(z), f(y)] 


et marquons, dans le plan complexe, les points critiques « de f(x), 
ainsi que les points à + 79; &,, y, étant deux points en lesquels f(x) 
est régulière. Traçons un lacet partant de æ,+y, et y revenant, 
composé d’un arc L parcouru deux fois et d’un petit cercle dont le 
centre est le point critique «,, l'arc L ne passant par aucun point 
d’affixe y, +a, « désignant un point critique arbitraire. Lorsquex+ y, 
parcourt la ligne L de x, + y, à x'+y,, x’ étant voisin de «,, le 
point æ décrit une courbe L’ allant de a, à a’ et ne rencontrant aucun 
point «. Partons deæ,, y,, en donnant à f(x, + y,)une détermination 
qui varie quand on décrit le lacet autour de «,. Laissant y fixe en yo, 
faisons décrire à x l’arc L', æ + y, vient en x’ + y, et décrit L; à ce 
moment, laissons x fixe en x’, faisons décrire à y un petit cercle tel 
que x’ + y décrive le petit cercle tracé autour de «, ; on peut supposer 
le cercle décrit par y assez petit pour qu'il ne contienne aucun point a; 
ensuite, y étant revenu à y,, laissons y fixe et ramenons x en æ, sur 
la ligne L’, le point 2+ y décrit la ligne L et revient en x, + Vo. 

Les déterminations de f(æ,) et f(y.) n’ont pas changé puisque les 
chemins fermés décrits par æ et y n’enferment aucun point critique ; 
mais la détermination de f(a, +7,)a changé; or, par continuité, elle 
doit être égale à [R f(x), f(y¥o)], ce qui est impossible. La fonc- 
tion /(x) n’a donc aucun point critique. 

Je dis que c’est une fonction W de première ou de seconde espèce. 
Si elle était de troisième espèce, ce serait une fonction rationnelle 
de pa. De l'égalité (12), on tire 


f(æ+y)—f(z)=[f0) — flo lM), £1) 
R, désignant une fraction rationnelle; on en déduit 
fi(v)=&,[f(#)I, 
R étant une fraction rationnelle. Or, si l’on avait 
| f(x) =x px), 


R, désignant une fraction rationnelle, l'équation différentielle devien- 
Ann. Ee. Norm., (3), XLVIIL. — Mars 1931. TI 


FEAT Re désignant ae! fr il 
= ale puisque S@yn any P 
PER Oe ÿ . donnerait pour p'æ une fon 
| “a ae Se sible, puisque pa; oe une 


cera re 


So ; Le 


ene -E 


2 oS 7 Ainsi, St (æ) Et une tons rationnelle dew ou de # ns 
CNE NU = d'abord le] pics cas. Soit R ARC ire vg GR hy ars ae Le ES 
AE MES ee VEUT INC CAES | P(X, P(X, Y) x Cae eee ae 
idea ye ù Sy Re Aap à a à Chal Aus ER 
LÉ ISERE RER (ye, SON= Lors D. Re de À 
rare A a aus a sed mel = ast ‘ £ F en aie ai ALT se 7 L : . RY 
IA aia 2 etal EE oe a eS 2 Ale) OS Ee EN PR 
ay € de = SW Es v 3 # = Fr = = en g ‘ 
MARS | A= Bay? PRE 
Re À ws ‘ 4 a < 


P,Q, A, B ene des polynomes. Nous supposons irréductibles les = 


fractions = 9 et En substituant dans l'équation (12), on voit que Pp = 
_etQ doivent te du premier degré en Xet Y, sinon l'identité : sear = 
Bie gee A(z +y)Q— B(w+y)P=o +6 ; : a 
Pen SU que P et Q ont un facteur commun, es en X et Y. ee à 
LCR ER On a donc | ~ . À EE EEE 
ie è F2 SKS voce S ES Se 


TaXY¥ +6X+0Y4d" 


Ainsi, la relation (11) est du premier degré par rapport à chacune 
de ses variables. Le même résultat subsiste pour une fonction de 
deuxième espèce. Donc, lorsqu'une fonction admet un théorème d’addt- 
tion rationnelle, elle admet aussi un théorème de soustraction FARoNRpe re 
et réciproquement. 

D'autre part, la surface représentée par cette équation ne peut 
admettre les particularités indiquées au paragraphe 8. Done, la solution 

_est formée par une fonction analytique unique. 

Nous pouvons alors nous borner à l’équation (12). Dans ce cas, la 

symétrie en æ et y exige que l’on ait 


= : (13) FE aXY +b (X+Y)+d 
a: RES RY EUX SN) ae 
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Supposons d’abord que f(z) soit rationnel en x; en remplaçant au 
besoin f par > ou / par jf — const., on peut supposer que le degré de 


B est inférieur au degré p de A. Alors, en identifiant, P contiendrait un 
terme de degré 2p en (a, y), irréductible si a n’est pas nul, et Q aussi, 
si a’ n’est pas nul. Or, dans Z, les deux termes sont de degré p. Onen 
déduirait, comme précédemment, que P et Q ont un facteur commun. 
Donc a=a’' =o. Il vient 

_ O(X+Y)+d 


fo AR COS AR SAT 
BEX Yea 


en remplaçant f(a) par f(æ)— f(o), l'équation ne change pas de 
forme et l’on a X(o) = o. Faisons alors y =o dans l’équation, il vient 


d’où b' =o, b=d', d =o, et l'équation se réduit à 
Je ay) = f(2) + f(y); 


dont la solution est Cx. On en déduit que la solution de la première 
équation est une fonction homographique de x. 

Supposons maintenant que f(x) soit une fonction rationnelle de 
e”*, posons 


Eee on CEST 
d’où 
em(x<+y) — En : 
on a alors 
yee AE) 
He) = Bey’ 


et la considération des degrés en € seul montre que, dans l’'équa- 
tion (13), a’ est nul. Comme on peut encore supposer que / (0) =o, 


on aura 
Z = aXY+X+Y 


et, en remplaçant /(a) par a f(x), si a Zo, 
PRE X,Y, 


Si a était nul, f(x) serait rationnel en x et non ene”. 


TRE AS sle+y)=6 ee) A FN 


JPA en posant g(x) = af 1+ f(æ). Cs HOMMES 
; g(æ) est donc de la forme Gens et la solution de l'équation est une 
re fonction homographique dee”, : ea ee 


5. sif (æ) admet un théorème d’addition ou de soustraction nel 
Bee SC | nelle, il en est de même de toute fonction un de f, à 
ex : ‘coefficients constants. — 

On peut aussi remplacer a par une Fat linéaire de x. Donc : ic 


Toute fonction continue qui admet un théorème d’addition ou de sous- 
traction rationnelle est égale à x ou à e”*, à une substitution homogra- ae ae 
phique pr ès, à coefficients constants. et 


On aurait pu obtenir les mêmes résultats en formant |’équation dite 
reatielle que vérifie f(a). Cette équation est de la forme 


J'(x)=&[f(z)], 


& étant une fraction rationnelle. Il suffit alors de déterminer toutes 
les formes de R pour lesquelles cette équation a une intégrale géné- 


ni ita vale uniforme ('). & 
ae Ainsi, toutes les relations d’addition rationnelle se déduisent des 
e relations 


f(x +y)=f(z)+ fly); 


SEA 
MU 
. A 


E: e+ y=fl2) I(r); 

% par une transformation homographique à coefficients constants. 

! 

3 10. Examinons plus particulièrement le cas où la fonction rationnelle 

: seréduit à un polynome: nous dirons qu’une fonction vérifiantl’équation 
4 (IE J(x+y)=PIf(æ), f(y)), 

tf P désignant un polynome, admet un théorème d’addition ou de 

i soustraction entiere. 

* < ; TO ———"———————"——————————————————— 


(*) Voir, par exemple, Ep. Goursat, Cours RU mathématique, 4° édi- 
tion, Paris, Gauthier-Villars et Ci*. 1924, p. 540 
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D'abord, si f(a) est une fonction homographique de +, elle ne 
peut avoir aucun pôle «, car, en prenant pour æ et y deux valeurs 
vérifiant l'égalité 

is oy DR 


et dont aucune n’est égale à «, le premier membre de l’équation (14) 
aurait une valeur infinie, tandis que le second aurait une valeur finie : 
donc f(a) est une fonction linéaire de x. 

Si f(a) est une fonction homographique de e"* = &, elle ne peut 
avoir aucun pôle « différent de zéro, sinon, en prenant pour æ et y 
deux nombres vérifiant l'égalité 


ETUXET) — a, 


et dont aucun n’est nul, on arriverait à la même contradiction. Si «est 
nul, f(a) est une fonction linéaire de e~””; s’il n’y a pas de pôle, c’est 
une fonction linéaire de e”*. Donc, f(x) ne peut être qu'une fonction 
linéaire d’une exponentielle. Mais cela n’est pas possible dans le cas 
où l’on a 


Ja —7)=PT/ (x) fy) ), 
car on aurait une égalité de la forme 
em(x—y) =P; [ ca emy i 
évidemment impossible puisque le second membre peut s’annuler. En 
résumé : 


Toute fonction continue qui admet un théorème d’addition entière est 
égale à x ou ae”, à des substitutions linéaires près, sur la fonction et sur 
la variable. 

Toute fonction continue qui admet un théorème de soustraction entière 
est une fonction linéaire de x. 


On peut obtenir ce dernier résultat d’une autre manière qui en per- 
mettra l’extension; ona 


fe) — fo) = lite) — f(y) Pal fe), FO) 
P, désignant un polynome; on en déduit, en faisant tendre y vers a, 


f'(o)= f(x) Pal f(z), f(o)] 
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ou #7 
du Pel Pia 

P, désignant un polynome en /. Done x est un polynome en f, et 

comme la fonction inverse f(a) est uniforme, x est du premier degré 

en f. Donc f est linéaire en x. ‘ 


11. Appliquons la même méthode au cas où P(X, Y) désigne 
une fonction entière de X de genre fini quel que soit Y, et réciproque- 
ment. 

On démontre aisément, par la même méthode qu’au paragraphe 5, 
que f(æ)admet une dérivée. 

On a encore les égalités précédentes, P, et P; désignant maintenant 
des fonctions entières de genre fini. Donc, x est une fonction entière 
de f de genre fini, que nous désignerons par 9(/). L'égalité 


f(2@—y)=PLS(2), SY] 

x—y=9{Pl f(x), f(y)]}. 
Laissons y fixe, nous aurons 

a(S) —y =P PLA FOI} 


Le premier membre est une fonction entière de f, de genre fini; le 
second est une fonction entière d’une fonction entière. D’après un théo- 
rème de M. Polya ('), cela ne peut arriver que dans deux cas : ou bien 
P est un polynome, hypothèse déjà examinée; ou bien 9 est d'ordre 
zéro, et P, dont l'ordre ne dépasse pas celui de 9, est aussi d'ordre nul 
en X, et aussi en Y. f(a) est une fonction uniforme, inverse d’une 
fonction entière 9, de genre zéro, dont la dérivée s’annule nécessaire- 
ment, à moins que cette fonction ne se réduise à une fonction linéaire 


de f. Alors / est linéaire ena, et P se réduit à un polynome du premier 
degré. Ainsi : 


entraine 


Toute fonction continue vérifiant l'égalité 


f(e@—y)=PUf(2), f()], 
RER net eS ge eae en LL 


(*) Potya, On an integral function of an integral function (Journal of the 
London Mathematical Society, vol. 1, Part 1, 1925) 
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dans laquelle P désigne une fonction entière de genre fini, est nécessat- 
rement une fonction linéatre de x. 


12. La méthode que nous avons employée et qui repose sur les pro- 
priétés des nombres dérivés peut être appliquée à des équations fonc- 
tionnelles autres que celles définissant un théorème d’addition algé- 
brique. 

Prenons par exemple l’équation de Poisson (') 


f(ery)+f(e—y)=2 f(x) f(y). 
On voit que / (0) doit être égal à un et que / est paire. On peut écrire 


h) — ) — —h CR) — 1: 
FENTE) Jo —fe D, jf —t, 


Soith,, Le, ..., h,, ... une suite de nombres positifs tendant vers 
zéro et tels que la fraction du second membre ait une limite A, finie ou 
infinie. Supposons que cette limite ne soit pas nulle et laissons a dans 
un intervalle où f(x) ne change pas de signe. Alors, si par exemple À, 
et f(x) sont positifs, toute limite du premier membre est positive, 
a restant fixe et A prenant la suite infinie de valeurs h,. Or, si f(x) 
n’est pas la constante un, soit AB une corde de la courbe représenta- 
tive : si la courbe a des points au-dessus de AB, soit C, le point le plus 
éloigné de AB ; en C, toute limite du premier membre serait négative 
ou nulle. Donc, la courbe est toujours au-dessous de chacune de ses 
cordes : c'est une fonction convexe. Dans ce cas, le premier membre 
aurait pour limite zéro, sauf peut-être pour une suite dénombrable de 
points. Donc À, est nul. 

Formons alors le rapport 

fle +h) pa h)—2 f(a) ok 2 fie LOE 1 

SEE ey Ad es ns à . une süite de nombres positifs tendant vers 
zéro tels que la fraction du second membre ait une limite y, finie ou 
infinie. Supposons encore pu. et f(x) positifs dans l’intervalle consi- 


(:) Cf. E. Picarp, loc. cit., p. 6. 


1 
: 
fs 
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déré. Pour aucune valeur x de cet intervalle, on ne peut avoir 
f(x+h)+f(x—h)—2f(x)<o 


lorsque / est assez petit. Par conséquent, la courbe n’a aucun point 
au-dessus d’une corde quelconque AB. La fonction est convexe : elle 
admet en chaque point une dérivée puisque, A, étant nul, en tout point 
la dérivée à droite est égale à la dérivée à gauche. Cette dérivée est une 
fonction croissante, donc continue, puisqu’une fonction dérivée prend 
toutes les valeurs comprises entre deux des valeurs qu’elle prend. Or, 
le premier membre peut s’écrire 


f'(æ+0h)—f'(xæ—0h) 


h (oO Er 


et, comme ilya des points dans tout intervalle où une fonction continue 
croissante f’ (a) admet une dérivée f”’(æ), on voit que p., est fini. 
Nous pouvons alors intégrer terme à terme comme nous l'avons fait 
au paragraphe 6, en donnant à / la suite de valeurs h,. On peut 
écrire à 
x v 4 v 
: UE ey Cll a, 0 Tu 
lim fi JO tude aes [| ff f(a) du de. 
= t 
LUI) ay, Var n Li VX 


Soient ®(x) une primitive de f(a) et F(x) une primitive de P(x). 
Le premier membre s’écrit : 


F (a+h,) +F(X— hr) — 2F (x) F(t hn) + F (x, —hy) — 2F (x,) 


h} hi 
P(x, + hyp) + @ (x, —h,) — 2B (2x,) 
RE Sed SET ON (x — x,) 


et, si æ, a été choisi de façon que f(a) ait en ce point une dérivée 
première, ce qui est toujours possible, cette expression a pour limite 


2f(x)—2/f(x)—2(x—x,)f'(x,). 
Donc 


f(x) =f (a) + (x —2,) f(a) + pel of fu) dude. 
D'où l’on déduit, en tout point, 


J'(x)= 1 f(x). 


Oe ON TER 
PERDRE 
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Donc, la solution générale est f(æ)— cosaæ, ou fl #)=chae; si, 
est nul, on a la solution évidente f(a) =1. 


_ 15. La même méthode s'applique à l’équation fonctionnelle : 
OO a) et f(s — ayer f(2) fie = y) = 0. 


En faisant 2 = y =z, on trouve f(o) =o. En faisant «=y et 
z—0, il vient 


RE f= ni 6. 


Done f est une fonction impaire. Posons 3 = — y, l'équation peut 
s’écrire : 

£2”) 
I(y) 


J PSY Ife = f(z) 


i 


et, comme f(x) est supposée continue, on voit que 


Reps) 


lim FU) 
Il suffit alors d’écrire RE 


f(x+h)+ f(x —h)— 2 f(&)= 162) | = ‘|. 


et de raisonner comme au paragraphe précédent pour s’assurer que 
f(x) vérifie la même équation différentielle 


Te) TAC 


On en déduit que la solution générale est f(a) = sinaæ, ou f(x) =shax, 
ou f(æ) = a, à une constante multiplicative près. 


14. L'équation fonctionnelle de Poisson se relie à celle de Mou- 
tard (‘) et au problème de déterminer deux fonctions f(x) et (x) 
vérifiant l’équation 


flat yy o(e—y) FFE — vO HY) = 2S (LILY) (2) 9). 


On obtient l'équation de Poisson lorsque o(x) est la constante un. 


(‘) Mourarp, Note au livre de Poncelet : Applications d'analyse et de géomé- 
trie, à. 1, p. 509-535, Paris, Mallet-Bachelier, 1862. | 


Ann. Ee. Norm., (3), XLVIIL, — Mars 1931. 12 
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On voit immédiatement que si /,(æ), #.(æ) forment un système de 
solutions, il en est de même de 


UE) a Ty ey et Oey = PA) ES 


quelles que soient les constantes b etc; en prenant 9o(a)= 1 et f(a) 
égal à cosaæ ou chaæ, on obtient un premier groupe de solutions ana- 
lytiques. Moutard a montré que les autres solutions régulières sont les 
fonctions théta de Jacobi. 

En suivant la méme marche que dans les paragraphes précédents, 
on voit aisément que si l’une des fonctions est analytique, l’autre l’est 
aussi; que si l’une des fonctions a des dérivées jusqu’à l’ordre p, il en 
est de méme de la seconde. : 


15. Certains résultats obtenus dans les paragraphes précédents 
peuvent être étendus aux systèmes de fonctions admettant un théorème 
d’addition algébrique, problème à rapprocher des travaux de Poincaré 
et de M. Picard sur les fonctions méromorphes qui admettent un théo- 
reme de multiplication. 

Nous dirons que le système des deux fonctions continues f(x), 
g(x) admet un théorème d’addition algébrique si, x, y et a + y appar- 
tenant aux intervalles où elles sont définies, elles vérifient deux équa- 
tions de la forme 


Fi f(@+y), s(e+y), f(æ), gx); f(y), ely) =o; 
Filf(e+y), gr + y), f(z), e(2), f(y), eyo; 


F et F, désignant des polynomes a six variables. On peut évidemment 
supposer que F ne contienne pas g(x +y) et que F, ne contienne pas 
f(@+y). | 

Bornons-nous au cas où ces polynomes sont du premier degré en 
f(x +7), g(@+y), on pourra écrire 


( f(z+r)= Glf(x), g(x), f(y), 8) 


(15) ase 
l s(@+y)=Gi[f(x), g(æ), f(y), gl 


G et G, étant des polynomes à quatre variables. Comme on peut rem- 
placer f(x) et g(x) par /(æ)— f(o) et g(æ) — g(o), on pourra sup- 
poser que les fonctions fet g s’annulent avec la variable. On déduit des 
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équations précédentes, en posant 


Re a) EX NO) = Y, ely) = V5 
f(#+y)— f(x) = H(X, Xo yi 3} 
Cie) eae (8) ee HX XY, Ya), 


Het H, étant des polynomes qui s’annulent quels que soient X et X, 


lorsque Y = Y, =o. Le polynome H, par exemple, peut se mettre sous 
la forme 
Y P(X, Xi, Y, Yi) + ¥, P(X, X,, Y, Y,); 


supposons d’abord que P(X, X,, 0, o)et P, (X, X,, 0, o) ne soient pas 
identiquement nuls. Nous pouvons écrire 


Sey iy Ae . ‘ 
= — RAS > ve Y,) ce px, Xe Y, Vey: 
D h h r 
Soit hy, hy, ..., h,, ... une suite infinie de nombres positifs ayant 
- RÉ : Ya (Ch NON (Re Ce 
pour limite zéro et tels que et a ) aient des limites A, et pu. 


Le premier membre a, dans les mêmes conditions, une limite À. Si 
un seul des nombres À, et u, est infini, comme P et P, ne sont pas nuls 
quels que soient X et X,, A aurait, dans un intervalle, une valeur 
infinie toujours de même signe. En effet, supposons À, infini et ps 
fini. P(X, X,,0, 0) ne peut être nul quel que soit z quand on remplace 
X et X, par f(x) et g(x), sinon la relation 


PL f(x), g(æ), 0, 0] =0, 


résoluble en f(x) ou en g(a), puisque P n’est pas identiquement nul, 
nous permettrait d’être ramenés au cas d’une équation unique relative 
a f(x) ou à g(x), c’est-a-dire au problème traité précédemment. Nous 
pouvons donc trouver un intervalle dans lequel P[ f(x), g(æ), 0,0] ne 
s’annule pas. Dans cet intervalle, À est infini toujours de même signe, 
ce que nous savons être impossible. 


Supposons maintenant que À, et, soient tous deux infinis. On peut 


phe : Y Chi : 5 
choisir la suite », de façon que le rapport we ou son inverse, ait 


une limite finie p. L'égalité 


f(x + An) — f(x) _ Y(hn) 7 Ov ro. Y, (An) > r | 
PRET AS PATRONS he pete A ean Vie Xi, a 6g Y,) 


|| Ses RON FER 
s'Ÿ ME 
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montre que À serait infini toujours de même signe dans un intervalle, 
à moins que le polynome 
P(X, X,, 0, 0) + pP,(X, X,, 0, 0) 


ne soitidentiquement nul. 
Si p =o, cela n’est pas possible, par hypothèse. 
Si 9 n’est pas nul, nous pouvons remplacer les fonctions / et g par 
des combinaisons linéaires et prendre par exemple 


LI 


f= 
BRON 
Alors 
o(t+h)—o(x) _ o(h) P(r)» 
Fah ET Ce NT OUEN ae ee 


et nous sommes ramenés au cas exclu par hypothèse. 
Donc À, et , sont finis ; on en déduit que À est une fonction conti- 
nue de æ et, par conséquent, que /(æ) admet une dérivée f'(æ). 
Dans le cas où l’un des polynomes P(X, X,,0, 0) ou P,(X,X,,0,0) 
est identiquement nul, on a par exemple 


P(X, X:, i Y,) Oo GE Y, Qj, 


Q et Q, étant des polynomes en X, X,, Y, Y, que nous supposerons 
d’abord non identiquement nuls pour Y = Y, =o. On aura 


f(e+y)—f(z)=VQ+ YY,Q,4 Y,P,. 


On pourra reprendre le raisonnement précédent, mais il sera néces- 


saire d'introduire les limites de ou de _ Le résultat sera le même, 
VIA! . : 


aucune des limites introduites ne pourra être infinie. On passerait 
ensuite au cas où Q ou bien Q, s’annule identiquement pour Y = Y,— 0. 

Ainsi f(x) et g(a) ont des dérivées f(x) et g'(x), et ces dérivées 
vérifient des équations de la forme 


J'(r)= KU f(x), g(æ)], 

g'(x)=K[ f(x), g(x)], 
K et K, étant des polynomes de deux variables. On en conclut que f 
et g sont des fonctions analytiques de +. D'ailleurs, les équations (15) 


on ae 
< À 
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montrent que f(x) est représenté par la même fonction analytique 
dans tout l'intervalle considéré; etil en est de même pour g(a). Enfin 
le raisonnement du paragraphe 9 montrerait que ces fonctions sont 
uniformes. 

Il serait intéressant de caractériser, dans le cas d’un système de 
deux fonctions, la nature des fonctions qui admettent un théorème 
d’addition algébrique. 


16. Prenons comme exemple le système suivant : 
Pees Y Jae FLEE) TY) BC); 
BVT) SZ) BY) TE) Fy 


Si f(x) et g(x) sont des fonctions continues vérifiant ce système, 
elles sont nécessairement analytiques. On en déduit aussitôt, en 


posant g’(o) =a, f'(o) = b, 
J'(x)—a f(x) + b g(x), 
g'(æ)—=ag(x) — b f(x). 
Par conséquent, f et g vérifient l’équation 


f’—2af'+ (a+ &)f=o, 
d’où l’on déduit 


fle) Se sin ba, (ze \ == 28" cos ba, 


aet b désignant deux constantes arbitraires ('). 


17. Nous avons toujours supposé que les fonctions considérées, 
vérifiant un théorème d’addition algébrique, étaient continues. Si l’on 
abandonne cette condition, on peut obtenir des solutions non analy- 
tiques comme l’ont montré les études faites sur l'équation simple 


J(æ+y)=f(z)+fo) (©). 


(1) M. J. Mozrerup a étudié un système analogue : Kn trigonomirisk- 
axtomatisk Undersgelse (Særtryk af matematisk Tidsskrift, A, 1927, p. 24-33). 

(2) Voir H. Lesesque, Sur les transformations ponctuelles transformant les 
plans en plans, etc. (Atti della Accademia reale delle Scienze di Torino, 
vol. XLII, mars 1907). 
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D'autre part, Darboux a démontré, à propos de cette même équation, 
que si l’on suppose ou bien que la fonction a le signe de æ ou bien 
que la fonction est bornée supérieurement ou inférieurement autour 
d’un seul point, la solution est nécessairement analytique (*). Il en est 
certainement de même dans des cas plus étendus. Il serait intéressant 
d'introduire d’une manière générale des conditions, moins restrictives 
que la continuité, qui entraineraient l’analyticité des solutions. 


() G. Darsoux, Sur le théorème fondamental de la géométrie projective 
(Math. Annalen, Bd XVII, 1880, p. 55-61). Voir aussi E. Picarp, Loc, cit., 
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L’APPLICATION D'ÉQUATIONS INTÉGRO-DIFFÉRENTIELLES 


A L'ÉTUDE DES 


SINGULARITÉS DE CERTAINS CHAMPS SCALAIRES 
SUR DIVERS PROBLÈMES LINÉAIRES 


? a 2 
PROPICES A L ÉTUDE DE LA CAUSALITÉ TOPOLOGIQUE 


Par M. GEorces BOULIGAND 


Introduction. 


1. Le fascicule XI du Mémorial des Sciences mathématiques fait con- 
naître les éléments essentiels d’une méthode que j'ai imaginée pour 
l'étude des singularités des fonctions harmoniques dans des condi- 
tions variées. Elle consiste dans l'introduction d’une équation intégro- 
différentielle correspondant à un champ d’intégration constitué par 
l'une des sections obtenues en stratifiant le domaine de régularité de 
la fonction. On a ainsi une classe très vaste d’équations intégro-diffé- 
rentielles, jouissant de propriétés générales solidaires de celles des 
fonctions harmoniques. Notamment au principe de Dirichlet corres- 
pond le fait qu’une solution de l’équation intégro-différentielle est 
déterminée entre deux sections par les valeurs qu’elle prend dans ces 
sections. | 

Je reprends dans ce travail un exposé détaillé des principaux cas où 
l’on peut appliquer commodément cette méthode. Ces cas sont ceux 
où l’équation intégro-différentielle est l’analogue d’un système linéaire 
à coefficients constants. Le cas le plus simple consiste en l'étude d’une 
fonction harmonique uniforme autour d’un point singulier isolé. C’est 


par Jui 6 que je commence, dans la Section I, 
_d’autre connaissance que les théorèmes usue 
_grales linéaires et sur les systèmes orthogonau: 


ment a montrer de sel manière on ste stinct 
is harm 
D 


| niques, déja indiquée bar: Paul anal danas son beau Mémoire es “A 
Acta mathematica de 1884 (‘). J'ai publié mes premiers résultats d 


“5, 


une Note, présentée à l'Académie des Sciences le 16 novembre 1925 Ga het 
Un corollaire des conséquences générales de ce travail a fait objet — 


d’une démonstration directe et indépendante de M. P. Noaillon dans 


sa Note aux Comptes rendus du 14 février 1927 (*). 

_ J'étudie ensuite, dans la Section II, un problème fonctionnel d’un 
type général où apparait la distinction des pôles et des points singu- 
liers essentiels. Je donne divers théorèmes sur la discrimination des 
pôles, dont l’un met en jeu la notion d’égale continuité. Un autre, qui 
correspond à un cas particulier, déclenche le principe des singularités 
positives de Picard (*). M. Picard a publié à ce sujet deux Notes dans les 
Comptes rendus en 1923, t. 176, p. 933 et 1025, et un Mémoire dans le 
Bulletin de la Société mathématique de France, t. 52, 1924. 

Les Sections III, IV, V me fournissent des applications de cette 
théorie générale à des problèmes dont les conditions géométriques 
sont extrémement variées. Ces problèmes se trouvent réunis ici dans 
un même schéme, un peu comme les problémes dynamiques le sont 
par les équations de Lagrange. 

Les résultats obtenus dans chaque cas particulier, et qu’on peut 
interpréter comme étant de nature locale, me permettent de passer à 
des théorèmes intégraux, rassemblés dans la Section VI, et notamment 
au principe de Picard sous sa forme intégrale. A cette occasion j'ai 
traité, avec quelque détail, de divers cas où le principe de Picard est 
en défaut. 


(1) Tome IV, pages 313-374. 
(*) Tome 181, page 705 (voir en général la série de mes Notes citées au fasci- 
ay XI du Mémorial, p. 49). 
(*) Voir le n° 15 du présent travail. 


(*) Les considérations développent une Note présentée à l’Académie des 
Sciences le 2 juin 1930. 
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Dans ces résultats de la Section VI, interviennent des modalités topo- 
logiques intéressantes, par exemple le fait qu’une fonction harmo- 
nique et positive dans un domaine à n branches coniques ou cylin- 
driques infinies, nulle sur la frontière de ce domaine, est une combi- 
naison linéaire homogène à coefficients positifs de n fonctions, 
constituant un système fondamental de solutions. J'ai donc cherché à 
substituer le dénombrable au continu et, dans cette voie, j'ai obtenu 
facilement des systèmes d’une infinité dénombrable d'équations 
linéaires à une infinité dénombrable d’inconnues pour lesquels se 
présentent des effets analogues. Il suffit de passer des fonctions harmo- 
niques aux fonctions préharmoniques. 

J’apporte donc ainsi une première et tres humble contribution à ce 
programme important de la mathématique à venir : étudier comment 
intervient en Analyse la causalité topologique. 


I. — Etude d’une fonction harmonique uniforme 
autour d'un point singulier isolé. 


2. Je me placerai pour fixer les idées dans l’espace à trois dimen- 
sions. Le point singulier O sera pris pour origine. Désignons par M 
un point courant et prenons des coordonnées sphériques de centre O. 
Appelons r la distance OM. La fonction harmonique U(M) peut ètre 
regardée comme dépendant de la trace » de la demi-droite OM sur la 
sphère unitaire ainsi que de la variable r. L’équation de Laplace peut 
s’écrire sous la forme 


re | or 


en appelant à, U le paramètre différentiel du second ordre de Beltrami 


pour la sphère unitaire. Poso.s 
e 


(5) jot a U— eV, 


on est ramené à l'étude d’une fonction V dépendant du point mde la 
sphère unitaire ainsi que de la variable 9. Nous aurons 
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d’où 

OV SpA dU 

op Caer! 

ey. -8fu 1 eU rr ao wy 

DT Ro em En To 

\ ie hosel co 0 
PATIO Cr +7 Or? ui 


ou, en vertu de l’équation (1), 
PNG 
ee mt 


Telle est la transformée de (1) par la transformation (2). Nous l'écri- 
rons en définitive 


3 ea Pa 
(4) BEN eet. Sree 


3. Lorsque ¢ varie de — æ à +, alors r décroit de ++ à o. De 
chaque solution connue de l'équation de Laplace, on déduit une solu- 


tion de l'équation (4). Partons de la solution élémentaire <i de l’équa- 
tion de Laplace, en appelant A un point fixe, tel que 
NAS IE ex. 


Soient a la trace de la demi-droite OA sur la sphère unitaire et y l'angle 
des demi-droites OA et OM. Nous aurons 


AM —OA + OM — 90A x OM cosy = ? + r*— alr cosy 


et, par suite, notre équation en V admet la solution 


#1 


(9) ARS CL eee, = 5 


Vf 1? 4 r? — 2lr cosy ne Ve? + e—2P — 9 e+) cos y 


Considérons l'équation (4) : pour en obtenir des solutions, on peut 
chercher à partir de fonctions de la forme 


| Ae Fe ; #,(m) costp, 
on obtient l'équation 


LP S re 2 
(0) Og Oe ate 
4 


à SA We 
Se 
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et par son intermédiaire, au moyen d'un processus de composition 
linéaire, on est conduit à envisager des intégrales de Fourier telles 


que 
a (m) 4 li 
à , cll. 
Re ; sin © 


Considérons, pour /=1, la solution (5), qui peut s’écrire 


I 


/ em! 
V2cho —. 9. cosy 


puisqu'elle est paire en p, le processus qui vient d'être mentionné va 
nous amener à l'écrire 
H Ti 


(7) rs = &(m, a) costo dt. 


Puisque le premier membre de l'équation (7) est une solution élé- 
mentaire de l’équation (4), on prévoit que la fonction g,(m, a) sera 
pareillement une solution élémentaire de l’équation (6). 


4. Justifions ce dernier point. Pour cela, résolvons l’équation inté- 
grale (7), du type de Fourier, par rapport à g,(m, a), fonction qui ne 
dépend de a et de m que par l’angle y et qu’on peut écrire 


(8) ei(m, a) = 9:(y). 


Il nous vient 


A da costp __costpdp _ =f __ cosipd LEE 
(9) ein)= Aig vase 2 / sue + sine 7 


sh? Ê ae sin 


Nous allons prouver que, y tendant vers zéro, la fonction 9,(y) pos- 
sède la singularité logarithmique propre à une solution élémentaire. 
En effet, si nous écrivons 


je EE do peel Fe 
ap/ shel + sin? 0 he 


sh? sin À 


la dernière intégrale est, quelle que soit la constante positive /, une 
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fonction holomorphe de y. Or nous pouvons écrire 


coskt [° che ra costo do ee do 
k 0 Pp 2 ae 2 Y 0 n Page Aye 
(10) ch ~ sh? = + he pc NE pe? + 4 sin es 
2 2 i À 
ou encore 
sh © + Sry sees + sin? Ÿ 
cos At y 2 
ch pe SEA £ 
2 2 
h k+ /#+ is + 4 sin 22 
f costip do 2. 
< — Lg —— 
Bee sh? 2 + sin? À sind 
2 2 2 


donc l’intégrale proposée est comprise entre deux quantités, qui, 


pour y infiniment petit, équivalent respectivement (comme infiniment 
grands) à 


Or on peut toujours fixer la constante / de manière que le rapport de 
cos kt à ch — reste arbitrairement voisin de 1. Il est donc établi que o,( y) 


est un infiniment grand équivalent à 


d’où il suit bien que 9,(y) est une solution élémentaire de l'équation 
proposée. 

Cette fonction, que nous avions écrite aussi précédemment g,(a, m), 
est, pour chaque position de a, une fonction du point m, régulière 


sur toute la sphère, exception faite du point a où elle devient infime 
comme 


I 
Log, 


sin ! 


D |] 
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| ». Cette expression g,(m, a) nous permettrait de trouver une fonc- 
tion, uniforme sur toute la sphère et telle que 


(11) E p — (; + e) °| =, 
a P 


où le second membre est une fonction donnée. Il suffirait de poser 


(12) Pp=— af fe &(m, p) dom: 


Remarquons maintenant que l’équation (4) peut s’obtenir en rempla- 


dV : : : . 
—~» apres y avoir fait { — o. 


cant » dans (11) par Vet Y par — de 


Or, nous avons, d’après (9), 


ef dp 
Bola, m) = f V2(chp — cosy) 
p 


=" € do =. ef dp 
eA \/e2? + 1 — 2 €? cosy /e? (e2? + 1 — 9 ef cosy) PI. 2.€P cosy) 
ou finalement 


ds 


2) (a, m)= [| ‘ 
= 1 SCT ascosy +1) 


D’après cela, la fonction V du point p et du paramètre ¢ sera donc une 
solution de l’équation intégro-différentielle 


; Vn 
(13) anVi(e= f Oe: So (M, P) dom, 


où l'intégrale est étendue à la totalité de la sphère unitaire. 


6. L'étude des fonctions harmoniques et uniformes autour d’un 
point singulier isolé se trouve donc ramenée à celle de l'équation 
intégro-différentielle (13). Depuis les travaux de J. Le Roux, V. Vol- 
terra, H. Poincaré, J. Fredholm, D. Hilbert, etc., lorsqu'on se trouve 
en présence d’une telle équation, l’attention se porte naturellement 
sur les systèmes finis dont elle dériverait, par un passage à la limite. 
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Nous aurons ici à considérer un système de la forme 


d*V, Va ŒV, 
tre de + dia de® +... + Ayn de ) 
ay, dV, 2V, 
eo — Ca 7-7 9g > +... + = 
(14) Vie as ae + Ans de® a do? ’ ; 
es d*V, À dV, Meee? d'V, 
— Any do* a tna do LEE nn de? > 


où les coefficients figurant dans les seconds membres sont des cons- 
tantes positives, formant un tableau symétrique par rapport à sa dia- 
gonale principale. Mais nous sommes fondés à imposer à ces cons- 
tantes d’autres conditions. 

Considérons la double sommation 


(15) Lo — ff { [ecm lp) gol, p) don dep 


étendue à la sphère unitaire. Si nous posons 


fat sm, D) dom= 27 Ÿ(p), 


nous aurons 
o—— A, 


d’où, en utilisant la formule de Green sur la sphère unitaire, 


= anf fyav der ff gad'y de, 


le gradient étant défini conformément à la métrique de la sphère uni- 
taire (*). Il s'ensuit que la fonctionnelle quadratique I, est positive 
pour toute fonction 9. 

Done, pour que le système différentiel (14) présente avec l'équation 
intégro-différentielle (13) les analogies que nous recherchons, il faut 


(*) Cf. Boutteann, Lecons de Géométrie vectorielle, n° 917 et 218, 
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supposer que la forme quadratique 


(16) >> di Uj Uy 


ik 


(où #, Æ est un arrangement binaire des entiers 1,2, ..., m) soit définie 
et positive, ou encore que l’équation 


> AijUjuy— 1 


ik 


représente, dans l’espace lieu du point de coordonnées cartésiennes 
rectangulaires (w,, W2, ...,u,), un ellipsoide. 


7. C’est dans ces conditions que nous allons faire tout d’abord 
l'étude du système (14). Si l’on y fait jouer à ¢ le rôle du temps, il 
définit le mouvement du point (V,, V,, ..., V,) dans un champ de 
forces, dont les composantes se déduisent des coordonnées de ce point 
par la substitution linéaire inverse de celle qui intervient dans les for- 
mules (14). Ce champ de forces dérive d’un potentiel, qui est la forme 
quadratique adjointe de (16) et qui a pour surfaces de niveau des 
ellipsoides homothétiques et concentriques. Les n directions princi- 
pales de ces quadriques constituent des trajectoires rectilignes de 
notre problème de dynamique, dont chacune correspond à une classe 
de mouvements dépendant de deux constantes arbitraires. Un mouve- 
ment quelconque s’obtiendra par composition linéaire de ces 27 solu- 
tions rectilignes du système (14). 

Pour les former, il nous suffit de poser 


NV gas Crest Ness GPs DER Vice, e885 
Ci Ca, ..-, €, étant les paramètres d’une de nos directions principales. 
En portant dans (14), nous aurons un système 


| Ci (dis Pas Co et Ain Cn), 


Oy 7 (aay Crt Aaa Carine . eae Aan Ca} 


de n équations linéaires et homogènes par rapport à nos paramètres 


GE SAND. 
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de direction. Les « seront racines de l’équation 


di = UE a din 
oe 
FI 
As loss ie Aon we 
(18) ‘i i DER | 
A 
I 
ani Ang wn Onn ESS 


qui se déduit de l’équation en S attachée à la forme quadratique (16) 
en posant 


SE 


I 
Donc |«| est la longueur d’un axe de I’ellipsoide 


(19) à: dix =. 
ik : 

Il résulte de 1a que nous obtiendrons pour « un ensemble de 2n valeurs 
réelles, et deux à deux opposées. La plus petite en module de ces 
valeurs est fournie par le petit axe de notre ellipsoide : il importe 
d’observer que celui-ci a des paramètres directeurs ¢,, Co, ..., Cn, tous 
de même signe, et qu’on peut prendre positifs. Cela tient à ce que les 
ai, sont tous posilifs : car, dans ces conditions, le minimum du rayon 
vecteur de notre ellipsoide, pour un systéme fini de rayons issus de O 
et deux a deux symétriques par rapport aux variétés de coordonnées, 


a nécessairement lieu et au sens strict pour celui de ces rayons qui 


traverse la région des coordonnées positives. Il s’ensuit que le petit 
axe traverse cette région, ainsi que nous l’avions annoncé, et qu'il 
constitue un minimum strict du rayon vecteur. 


8. Nous pouvons dès maintenant apercevoir la propriété des inté- 
grales du système (14) qui se prolongera suivant le principe des sin- 
gularités positives de Picard pour les fonctions harmoniques, au voisi- 
nage d’un point singulier isolé. Ce principe énonce que si une telle 
fonction est positive au voisinage du point, la singularité qu’elle y 
éprouve est nécessairement celle de la solution élémentaire. 

Avec les notations que nous avons adoptées, cette question nous 


ae 
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_ amène at étude des solutions de Péquation intégro-différentielle (13) 
_ qui restent positives sur toute la ne. unitaire, lorsque p tend 
vers +de. 


Le problème analogue pour le système (14) consistera dans l’étude 


d’une trajectoire sur laquelle le point (V,, Vo, ..., V,)s’éloigne indé- 
_ finiment de manière que toutes ses tte soient positives. 
D’après ce qui précède, lire les racines « de l’équation (18) sont 


distinctes, il est immédiat qu’une trajectoire quelconque a une direc- 
tion asymptotique : c’est un axe de Vellipsoide (19) correspondant a 
la racine positive +, la plus grande qui intervienne en exposant carac- 
téristique dans les solutions rectilignes combinées linéairement. Or, 
le petit axe est dans la région des coordonnées positives, et en raison 
de l’orthogonalité, il a le monopole de cette propriété. Donc, en appe- 
lant c,, ¢., ..., ¢, ses paramètres directeurs, essentiellement positifs, | 
eta, sa longueur, on voit que les différences 


V,—c, ene, Va Cn em? 


ty 


ne nécessairement vers Zéro Rane tendra vers + oo. Il est 
donc bien prouvé que le fait, pour une trajectoire, de demeurer, en 


_S’éloignant indéfiniment, dans la région des coordonnées positives, lui 


impose une direction asymptotique A, bien déterminée, celle du petit 
axe de notre ellipsoide (19), en même temps qu'il implique pour le 
mobile cette propriété : sa distance à l’origine est un infiniment grand 
de l’ordre de e*’. | 

_ Nous avons admis implicitement, cours du raisonnement qui 


précède, que la racine a, est simple. Ce point se justifie sans diffi- 


culté : il résulte immédiatement de la propriété du petit axe, soulignée 
à la fin du n° 7, de constituer un minimum strict du rayon vecteur. 


9. Il s’agit maintenant, passant du fini à l'infini, d'étudier parallé- 


lement l’équation intégro-différentielle (13), que nous écrirons en 


supprimant l'indice zéro dans le noyau : 


(20) awe ave ff Vn 8 (M; P) dom, 


5 désignant la sphère unitaire, prise dans sa totalité. 
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Cherchons les solutions de la forme 


(21) Vp(p) = et q(p). 

Alors la fonction 9(p) sera une solution de l’équation intégrale homo- 
géne . 

(22) ang(p)=a [ fete) alm, p) don 


et «? sera une constante caractéristique du noyau. Puisque la fonction- 
nelle I,, représentée par l'équation (15), est définie et positive, tous 
les à? sont réels et positifs. 

D'ailleurs, il est facile de prouver que l’on a ici 


» I Z 
es RE , 
“ 


où v est un entier et qu’une fonction 9(m) attachée à un «, est une 
fonction Y, de Laplace. En effet, considérons l'équation intégrale 


o(m 
(23) or g(p)=e f fe iS mem 


pour laquelle les constantes caractéristiques sont les nombres 


(v entier) 
et dont les fonctions fondamentales sont précisément les fonctions 


sphériques ('). Par une itération du noyau, nous en déduisons une 
nouvelle équation vérifiée par la fonction o(p), à savoir 


(24) Gr g(p}=2 ff o(m) k(m, P) den, 


I : 
k nee LR > 


LE: Là ¢ ’ . . 
L'intégrale au second membre envisagée comme fonction du point m 


ARE + : te ; 
(") E. Picarp, Lecons sur quelques problèmes aux limites de la théorie des 
equations différentielles, p. 235, 


FEES 
À 
” 
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sur la sphère unitaire, lorsqu'on y laisse fixe le point p, présente en 
ce point une singularité logarithmique, correspondant à la partie 
principale 


ges 


D'ailleurs, soit M un point, situé ou non sur la sphère unitaire. 
Puisque l'inverse de la distance Mg est une fonction harmonique de M, 
la fonction 

ig 
JOM _ e À 


Mg _ Vite-#=2ePcosy Vachp—20cosy 


satisfait à l’équation 


Raisonnons maintenant en considérant par exemple un point M situé 
à l’intérieur de la sphère unitaire, un point P situé à l'extérieur. For- 
mons, pour une position déterminée de P, l'expression 


1 VOM VOP 
A Ma Pair 2 


qui est une fonction paire de la distance p = OM. La dérivée de l'élé- 
ment différentiel, prise par rapport à 9, s’annule pour 9 =o. Mais 
l'intégrale de cet élément se comporte comme un potentiel de simple 
couche : il s’ensuit que sa dérivée prise par rapport à 9, pour la 
valeur o = 0, est égale à 
VOP 
Pre 


d’où il suit que l’on a l'identité (*) 


: : VOM VOF, __** OP. 
Ce ahi Ma pe an ats 


(:) Cette identité exprime un théorème d’addition intégro-différentiel ana- 
logue à celui que j’ai donné pour la fonction de Green du cylindre dans ma 
Thèse [égalité (26) du n° 33]. 
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car les deux membres sont des fonctions de M (ou si l'on préfère de 
la trace mde OM sur la sphère unitaire, et du paramètre ¢), définies 
dans la totalité du domaine o et pour les valeurs non négatives de p, 
évanescentes avec 9 infini positif, ayant la même dérivée par rapport 
à o pour o =o et satisfaisant chacune à l'équation 
RTE Hs. 


r 


= 


Ramenons maintenant P en p, et faisons ¢ = 0. Le second membre 
de (25) devient, d’après les calculs du n° 5, 


+0 ; , 
Sone. 
i V2(cho — cosy) p—g(m, p) 


et, par suite, nous avons finalement 


I RER: ings 
(26) lilies nyt fom Ate i sem P). 


De cette relation, il résulte bien que l’équation intégrale (23) conduit 
bien, par itération, à (22). 


10. En résumé, si dans l’équation intégro-différentielle (20), nous 
cherchons les solutions de la forme (21), nous sommes conduits à 
l'équation intégrale homogène (22) dont les « sont donnés par la 


formule 
I 
Ojo € = *) 


où y est un entier et où la fonction 9 correspondant à un «, est la fonc- 
tion de Laplace Y, la plus générale attachée à l’entier v. Cette fonction 
comporte 2y + 1 coefficients : nous désignerons plus spécialement 
par Y, la fonction de Laplace dans laquelle on lie ces 2v + 1 coeffi- 
cients de manière que son carré ait l’unité pour intégrale, sur la 
sphère 5. 

D'après un théorème connu concernant la possibilité du développe- 
ment d’une fonction arbitraire, soumise, ainsi que ses dérivées, à des 
conditions de continuité, en série procédant suivant les fonctions fon- 
damentales, notre fonction harmonique, analytiquement régulière sur 


NC WERETIRE 
‘ 8 
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une sphére de rayon non nul, est développable en une série absolu- 
ment et uniformément convergente qui se déduit par les formules (2) 
de la suivante (') : 


STATE -£ £ < : Are if . (+5)e 7 
(27) ce *+d,e +) ove Yy(p) + Yi de Y,(p), 


ME Vit 


d’ou, en revenant aux notations premieres, 


(28) Use, dy adn | + avr | Ÿ, (p). 


T ry 
V1 
On retrouve la forme classique de développement, déjà connue 
de P. Appell. A l'exemple de l’illustre géomètre, nous dirons que 
la série 
cst s 
= +> dir Y, (p) 


Vest 


est la partie singuliére de la fonction. Lorsqu’elle ne comprend qu’un 
nombre fini de termes, l’origine sera dite un pôle de la fonction harmo- 
nique dont l’ordre est, par définition, la valeur la plus élevée de 
l’entier y augmentée de 1. Lorsque la partie singulière comprend une 
infinité de termes, nous dirons que l'origine est un point singulier 
essentiel. Dans ce cas, la partie singulière est une série de puissances 
en, qui converge, si petit que soit r : elle représente donc une fonc- 


. mie 1 
tion entière en = 


11. Montrons maintenant comment un certain nombre de lois gou- 
vernant les singularités se rattachent à l’analyse précédente. 
Nous allons d’abord nous occuper du principe de Picard, ou ce qui 


(‘) Pour justifier la forme exponentielle du coefficient de Y, (p) dans le déve- 
loppement (27), il suffit de Fecrire| [ Y, (p) Vo(p) dap. On en tire facile- 
oy 


ment l'équation différentielle linéaire à coefficients constants vérifiée par cette 
fonction de p. On peut aussi, à l'exemple de M. Picard, qui, dans son cours 
de 1930, a donné dans cette voie une démonstration de son théorème, tirer (28) 
de la formule de Green. 
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revient au même, nous allons rechercher la solution du problème sui- 
vant: 

Trouver la partie singulière d'une fonction harmonique qui demeure 
constamment positive aux environs du point singulier O. 

Nous allons établir que cette partie singulière est précisément celle 
6 PES 
qui correspond à un pôle du premier ordre, ou, si l’on préfère, à la 

solution élémentaire de l’équation. 


En effet, nous tirons de la relation (28)(en tenant compte de l’ortho- 
gonalité de nos fonctions fondamentales) 


J lo 
(29) ffv (p, 7) day =n (e+ “). 


Par hypothèse, la fonction U est positive à partir d’une certaine 


valeur de 7; nous voulons prouver que les coefficients 
Gude TETE Pr 


du développement (28) sont nuls. 
Considérons en effet l’intégrale 


[fe (p, rT) Yy(p) de, — a + CTY. 


Elle est moindre, en valeur absolue, que 


max Yy af fe (p, r).de, 


et par suite, en vertu de (29), que 
4 (co ++ =) (max Yy). 


Il faut done qu'à partir de vy = 1, on ait 


dj; 


12. Introduisons maintenant la notion de l’égale continuité relative. 
Considérons une famille de fonctions, telle que chaque fonction de la 
famille soit continue et bornée, bien que ces fonctions ne soient pas 
bornées dans leur ensemble. Considérons une nouvelle famille obtenue 
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en divisant chaque fonction de la première par son module maximum. 
Si cette nouvelle famille est formée de fonctions également continues, 
nous dirons, pour abréger, que la première possède l’égale continuité 
relative. 

Cette notion va jouer dans ce qui va suivre un rôle essentiel. 


15. Je me propose, à sa faveur, d'établir mon théorème fonda- 
mental, communiqué à l’Académie des Sciences en novembre 1925, 
permettant de distinguer les singularités polaires des fonctions har- 
moniques. Ce théorème s’énonce, dans le cas actuel, de la-maniére 
suivante : | 


Pour qu’une fonction harmonique et uniforme autour d'un point sin- 
gulier isolé O admette ce point pour pôle, il faut et il suf fit qu’en la met- 
tant sous la forme U(p, r), la famille de fonctions du point p, dépen- 


dant du paramètre r, ainsi obtenue, jouisse de l'égale continuité relative. 


On vérifie immédiatement que la condition est nécessaire. En effet, 
supposons que l’origine soit un pôle. Nous aurons alors une partie sin- 
gulière de la forme suivante : 


Ope sas IR ds ee: 

7. a “a Yi(p) +++ an Xn (P)s 

Il est clair que, pour prouver l’égale continuité relative d’une famille 
de fonctions, il est permis de multiplier chaque fonction de la famille 
par une constante. Il nous suffit done de raisonner sur la famille de 


tonctions F 
DRE ye PO pe Vieng CP) es og ee 


Ces fonctions tendent uniformément vers d,_, Y,-, (p) lorsque r tend 
vers zéro. Donc elles sont également continues, ce qui entraîne bien 
l’égale continuité relative que nous cherchions à établir. 

Montrons maintenant que la condition est suffisante. Nous supposons 
done l’égale continuité relative des fonctions U (p,r), ou, ce qui 


revient au même, l’égale continuité des fonctions 
os [u(r) —=max|U(p, r)| pour r donné]. 


p(r) 
Considérons le développement (28) de la fonction U (p, r). 
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Ce développement entraine la relation (30) : 


+ 
Ae : ay\? a 
(30) ff. r) dep = 4 (cs + à) +> (our + =.) <4rp*(r). 
o - 


Vest 
D'autre part, vu l’égale continuité des fonctions 
U(p, r) 
PORTE +) 
pr) 
il est impossible de trouver une suite évanescente de valeurs de r 
telles que le rapport 


(31) fer. UN pr) des 


pe (7) 
tende vers zéro, car les fonctions 


U2(p, r) 
pe(r) 
comprises entre o et 1 sur la sphère unitaire, atteignant la valeur 1 
en un point p au moins pour chaque valeur de 7, ne pourraient 
étre également continues si leur moyenne sur cette sphére tendait 
vers Zéro. 

Donc l’égale continuité exige que l’ensemble des valeurs limites du 
rapport (31), ensemble qui est essentiellement fermé, ne contienne 
pas la valeur zéro, et par suite que ce rapport ait une borne inférieure 
positive. Donc l’égale continuité des fonctions 


U(p, r) 


(7) 
entraine l’égale continuité des fonctions 


U(p, r) 


VAT r) de 
6! 


En vertu de cette égale continuité, on peut déterminer une suite 
évanescente de valeurs de rtelles que les U(p, 7) correspondantes con- 
vergent uniformément, sur la sphére unitaire, vers une fonction limite 


(32) 


= (Pp, r). 
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continue W (p). Puisque l’on a 


[Et NAT ==1, 
o 


il s’ensuivra que l’on a aussi 


{J WiGp).dog=—r.. 
q 


Or à la fonction W (p), est attaché un développement 


STE MYi(p) (1) 


t=0. 


qui converge en moyenne vers cette fonction. 


Le coefficient 
n= ff Fp) Yip) de, 


{ fre. r)Y:(p) de, 


est la limite de 


pour les rde la suite considérée, lorsqu’on progresse indéfiniment 


dans cette suite. Or cette derniére intégrale a pour valeur 


d i 
pitt 


+ 2 
ae : 12 AN 
bn (a+ =) +> (er =. 
V=1 


Si le développement indiqué par la sommation sous le radical com- 
portait une infinité de coefficients d,, tous les coefficients A; seraient 
nuls; done, la fonction continue vers laquelle convergent uniformé- 


ciri+ 


(‘) Où Y;(p) est la fonction de Laplace la plus générale dont le carré admet 
l'unité pour intégrale étendue à la sphère, les coefficients qui subsistent dans 
cette fonction étant déterminés par notre fonction W (p), suivant un processus 
devenant très simple lorsque Y;(p) est mis sous forme d’une combinaison linéaire 
de 26 + 1 fonctions orthogonales et normales. 


iad 


Ann. Ec. Norm., (3), XLVIII. — Ava 1931. 15 
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ment les L(p, r), pour notre suite évanescente de valeurs de r, serait 
identiquement nulle. L'intégrale de son carré serait nulle, contraire- 


ment à ce qui précède, et, par conséquent, le point O est un pôle. 
C. Q. F. D. 


14. Nous allons maintenant justifier le principe de la séparation des 
croissances, qui s'exprime ici au moyen du théorème suivant : 


Soit une fonction harmonique U (p, r), uniforme autour du point sin- 
gulier isolé O. St cette fonction satisfait à une inégalité telle que par 
exemple 


(33 YE ve U(p, Se (2 >0) 


satis faite, quel que soit le point p de la sphère unitaire et quel que 
soit r (<<r,), inégalité qui limite les valeurs positives de r, le point sin- 
gulier est un pôle dont l'ordre est le plus grand entier contenu dans a. 


En effet, en vertu de la relation (28), nous avons encore 


d, 
THAT r) dep ro =). 
vo 


Supposons vérifiée l’inégalité (33) où l’exposant x est positif. Dans 
l'intégrale du premier membre de la relation ci-dessus, la contribution 
des éléments positifs est moindre que 


Anh 
poet 


Donc, en module, celle des éléments négatifs, prisdans leur ensemble, 
admet une limitation de la forme 


h 


TNT 
re +1 


A étant une nouvelle constante positive. Nous aurons done le même 
type de limitation pour les intégrales 


[ fut, r) Y,(p) do, 
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desquelles disparaîtra donc le terme en 


dy 
WH 
à partir du moment où y surpassera a. 
Le théorème est donc établi. Il se présente comme une extension du 
principe de Picard, car pour ce dernier, on suppose l'absence de 


valeurs négatives. Donc, on a bien, en vertu du raisonnement précé- 
dent, 


QQ S lin EO, 


15. Tout ce que nous venons de dire au sujet d’une fonction har- 
monique uniforme au voisinage d’un point singulier isolé à distance 
finie pourrait se transposer avec la plus grande facilité et s’appliquer 
à l'étude d’une fonction qui serait harmonique à l'extérieur d’une cer- 
taine sphère. On pourrait remarquer que cette fonction satisfait à la 
même équation intégro-différentielle que précédemment et reprendre 
point par point, sur celle-ci, tout le raisonnement qui vient d’être 
exposé. Ou bien encore, on pourrait déduire l’étude des propriétés à 
l'infini de l'étude au voisinage d’un point O par la transformation de 
Lord Kelvin. 

Quoi qu’il en soit, on sera ainsi amené à séparer la partie singulière 
de la fonction à l'infini, laquelle sera une certaine fonction entière 


» TeX yp). 


v 


On sera conduit comme ci-dessus à distinguer, des points singuliers 
essentiels, les pôles pour lesquels ce développement est fini : ces 
points se discriminent encore au moyen de l’égale continuité relative. 

Notamment, pour qu'une fonction harmonique, régulière dans tout 
l'espace, soit un polynome, il faut et il suffit que ses empreintes sur 
des sphères concentriques de rayon infiniment grand, ramenées par 
homothétie faite du centre sur une même sphère, jouissent de l’égale 
continuité relative. 

Mais on peut encore donner à la condition cherchée une autre forme, 
procédant du principe de la séparation des croissances : il faut et il 


+ he 
1 


a Ab) 


4 tives. TER à. bo 


essentiels de l'analyse qui précède. 


an erage et relatif à une limit ti 
wee Re L 
has 


Comme je Vai dit hae ns ‘Introdnetion; cet 


= directement établi par M. Noaillon dans une N 
l’Académie le 14 février 1927, un an apres I’ ‘appar 


du Mémorial des Sciences mathématiques, ou j'ai d 


+ re, ae x FL as ee 


Il va de soi que les raisonnements sn sont extensibles Be 
de l'espace ! à n dimensions. _ à ae 


ry 


any — Sur un RE déjà très général où se présente la distinction — 
des pôles et des singularités cence indépendamment de tout 
champ fonctionnel spécial. - ; 


~ 


16. Dans la section précédente, nous avons appris à faire la distinc- 
tion des pôles et des singularités essentielles pour les fonctions harmo- 
niques de l’espace euclidien, à trois dimensions par exemple, étudiées 
ou bien dans le voisinage d’un point à distance finie, ou bien dans le 


domaine du point à l'infini. ~ 

En réalité, il y a un intérêt manifeste à présenter une théorie des 
pôles et points essentiels, rendue aussi indépendante que possible de 
la considération de champs fonctionnels, qui, dès le premier abord, se 
trouvent trop étroitement délimités comme, par exemple, celui des 
fonctions analytiques, ou encore celui des fonctions harmoniques. 

C’est pourquoi, sans chercher la généralité maxima, nous poserons 
un problème, qui est déjà d’une certaine ampleur et offre l'avantage de 
procéder directement de l’analyse fonctionnelle. C’est ce problème que 
nous allons maintenant formuler. 


17. Désignons par p un point d'un certain continu borné Ra K— 1 
dimensions, auquel nous supposons assignée une métrique rieman- 
nienne. Ce continu peut être pris comme CHERS d'intégration : nous 
appellerons dt un élément d’étendue, c’est-à-dire la mesure d’un 
domaine infiniment petit, relativement à ce continu. Moyennant ces 
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conventions, nous attribuons un sens précis au fait que des fonctions 


Yet py Y:(p), BOF] Y,(p), 


forment sur Run système orthogonal et normal. Ce système ne sera pas 
nécessairement complet ('), mais sera contenu dans un système 
complet. 

Toutefois il importe pour la suite de s’accorder une latitude : per- 
mettre à chaque Y, d’être une combinaison linéaire d’un nombre fini 
de fonctions, pourvu que les coefficients de ladite combinaison res- 
pectent la normalité. C’est ce qui se présente dans l’analyse de notre 
section I, où l’on a K = 3, où Rest la sphère unitaire 5, et où Y, est la 
fonction de Laplace la plus générale d’ordre y dont le carré a pour 
intégrale l’unité, fonction qui dépend de 2» paramètres. 

Soit maintenant une classe linéaire de fonctions, dont chaque repré- 
sentant 


(34) Qu(p)= [cofo(u) + do go(u)]Y(p) 


dépend du point p et de la variable u, ou encore d’un point P dans un 
continu à K dimensions. La série (34) est supposée uniformément 
convergente dans R. * 

Supposons que, w tendant par exemple vers + 2, soient réalisées 
simultanément les conditions suivantes : 


a. Les f, (u) sont également bornées; 
b. Les g,(u) croissent indéfiniment; 
gun (tt) 
&y (wt) 
Pour u = + 2, nous dirons que la fonction 9,(p) présente un POLE 
s’il n’y a qu’un nombre fini de d, non nuls. Sinon, la singularité sera 
dite ESSENTIELLE. | A 
Nous désignerons par y,, le maximum de |¢.(p)| sur R pour la 
valeur w. 
een i eee ee 
(:) Voir au n° 37 une application des théorèmes généraux de cette section a 
un exemple dans lequel le système des Y, n’est pas complet. 


c. Les rapports croissent indéfiniment. 


cet 14 sur “he bastion 
_ critères Air de 


Ve. 
a 


DEN Sn dh aie u, salen l'e Rae a nr 
| Le dire qe les. fonctions | | 


sotent également continues. 


La condition est nécessaire. En effet, supposons qu'il n’y ait qu'un © 


nombre fini de d, non nuls. Soit y = nl’entier maximum (positif) pour . + È x 

= lequel d, n est pas nul. Alors, en vertu des hypothèses ab, 7e Na ee 

ë RUE 2, (p) est un infiniment grand équivalent i à “pa 

tees dnga(u) Yn(p).  - es a. 

LS OS ane et DONC. les ee sie ; . me. 
ER NAN CR | _Qu(p) 1% 

ie | | dn &n(u) k 
| À 


tendent vers Y,(p). La convergence vers cette limite est d’ailleurs 
uniforme dans R: en effet, cela serait immédiat si le développement 


ae (34) était réduit à ses n+ 1 premiers termes et persiste du fait que 

es * ensemble des termes suivants représente dans R une fonction conti- 
a | . nue du point p, admettant une borne supérieure de son module indé- 
2 pendante de w, lorsqu’on fait tendre wu vers + 2. Done les fonctions 

“ Qu(P) | 

Ee ; An gn(u) 


sont également continues, et par suite, d’après notre définition du n° 19; 


x il y a bien égale continuité relative des 9,(p). 

Le Montrons maintenant que la condition est suffisante. Nous aurons à 
4 faire usage de l'identité 

ag : 

5 | (35) =f ¢2(p) (p) “=D [ev fu) + dy gy(u) | Su (a) far. 


Vee 
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Notons d’abord que l’égale continuité des fonctions 


Ou (p) 
Mu 


exclut toute suite { w;} tendant vers + æ et faisant tendre vers zéro 


Le. 


Bu; 


Pour le prouver, il suffit d’établir que les fonctions 


comprises entre o et 1 sur R, atteignant la valeur 1 en un point p;au 
moins, pour chaque u;, ne seraient pas également continues si leur 
moyenne sur R tendait vers zéro. Or, en un point & de R où s’accu- 
mulent les points p; (compris le cas où ces points finissent par se con- 
fondre avec &), l’oscillation de la fonction de rang z tend vers 1 pourz 
infini, ce qui met obstacle à l’égale continuité. 

De l'impossibilité de suites possédant les propriétés indiquées, 
découle ce fait important : 

L'ensemble, essentiellement fermé, des valeurs limites de 


Le 
Pi 
a une borne inférieure positive. 
Cet énoncé nous montre que l’égale continuité des 
Pa(P) 
Pu 


entraine celle des 
Qu(P), 


VI 
I] existe donc une suite {u;|, tendant vers + et telle que les 


Pu; (P) 


convergent uniformément, sur R, vers une fonction continue 9(p), 
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telle que l'intégrale, étendue à R, dé son carré soit l’unité, comme pour 
les fonctions de la suite précédente. Si le système des Y, (p) n’est pas 
complet, (p) sera orthogonale à chacune des fonctions de fermeture. 

Dès lors, d’après le théorème de Fischer-Riesz, le développement 
attaché d’après ce système à 9 (p) converge en moyenne vers cette 
fonction: la série infinie des carrés de ses coefficients est l'intégrale 
dans R du carré de la fonction. 

Dans ces conditions, supposons qu'il y aitune infinité de d,non nuls. 
Alors, dans le développement de 


Pu(P) 

VI; 
suivant les Y,, en vertu des hypothèses a etc, tous les coefficients 
tendent vers zéro avec u;'. Il en résulterait donc que le développe- 
ment attaché à o(p) est nul, car il a pour coefficients (dans les condi- 
tions actuelles de convergence uniforme) les limites des coefficients 
du développement précédent. Par suite, contrairement à ce qui précède, 


nous aurions 
few) dat =0. 
R 


Done, si l’égale continuité relative des 9, (p) a bien lieu, il s'ensuit 
qu'il n'y a qu'un nombre fini de d, non nuls. Et, pouru=+ +, l’on a 
bien un pôle. Or): 


18 bis. Tout ce que nous venons de dire est encore applicable, si les 
conditions b, c au lieu d’être vérifiées à partir de la valeur vy =o le 
sont seulement à partir d’un certain rang », les fonctions 
£n1 étant simplement bornées. 

On a encore dans ces conditions la possibilité de définir les pôles et 
de les distinguer au moyen du théorème A. 


o oO 
009 O19 *229 


19. Nous allons maintenant envisager un cas particulier, impor- 
LU cs > : . “he à . 7 Ÿ ‘ » | a] 4 à 
tant pour la suite : c'est celui où la fonction Y,(p), supposée unique, 
conserve un signe constant et ne s'annule pas, par exemple satisfait 
sur R à l'inégalité au sens strict 


Yo(p) 0. 
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Cela s’est présenté pour les fonctions harmoniques, qui nous amenaient 
à envisager les fonctions Y, de Laplace : on a alors Y, constant. Au 
bénéfice de l'hypothèse Y, >8> 0, nous allons établir un nouveau 
critère permettant de distinguer les pôles. 


THéoRÈME B. — Sz Y,(p), supposée unique, reste supérieure à un 
nombre positif fixe B, pour que u —+ « corresponde à un pôle de 9,(p), 
il faut et il su ffit que les valeurs d’un signe déterminé, acquises par o,(p), 
admettent une limitation proportionnelle à |g,(u)| (n entier positif). 


D’après les définitions posées au n° 17, la condition est évidemment 
nécessaire. 
Elle est suffisante, car en vertu de 


(36) | Yo(P) Gulp yaty= ey fy (wu) + dy gov) 
R 


Vexistence d’une limitation 
KI gn (uw) | 


pour les éléments d’un signe déterminé du premier membre de (36) 
entraîne une limitation analogue pour la contribution totale des élé- 
ments de l’autre signe. Ce genre de limitation subsiste, si lon 
barre Y,(p), à cause de l’existence de la borne inférieure positive 3, 
de Y,(p). Donc le même genre de limitation continue à s’appliquer 
pour toutes les intégrales 


rE Y,(P) Qu (P) Ip, 
R 


e’est-à-dire pour tous les coefficients du développement (34). Et par 
suite, en vertu des définitions, on à 


(37) Din ds. si 0: 


La singularité de 9,(p) pour w=+ æ est donc bien un pôle. 
C70. bed. 


20. Très important dans diverses applications, le théorème .B 
entraine le principe des singularités positives de Picard. 
Ann. Ec. Norm., (3), XLVIIL. — Avrir 1935. 16 
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En eflet, supposons que pour 


u > Uy 
on ait 
Qu(P) > 0. 
Alors, les valeurs négatives (absentes) admettent (et pour cause) une 
limitation en |g,(u)|. Done, les relations (37) deviennent ici 


(38) di dy dg TO 


Donc, si la fonction o,(p) est positive à partir d’une certaine valeur 
de u, sa singularité pour u — + æ est un pôle du premier ordre. 

On pourrait donner un énoncé moins restrictif et supposer seule- 
ment que les valeurs négatives sont telles que leur rapport à g,(w) 
tend vers zéro avec l'inverse de w. 

Faisons encore une remarque importante : 


Le fait que o,(p) reste positive à partir d'une certaine valeur de u 
implique pour la fonction | g,(u)|le fait de tendre vers + =, et non pas 
seulement d’avoir pour limite supérieure + 2. 


On voit que cette théorie englobe celle qui a été exposée dans la 
section I de ce Mémoire. Nous allons maintenant en donner de 
nouvelles applications. 


III. — Étude d'une solution de l'équation AU—À(r)U 
au voisinage d'un point singulier O ou à l'infini. 


21. En coordonnées sphériques de centre O, l'équation proposée 
s’écrira 
‘ dU 
3 
(39) Or 


2 
+ — 
r 


+ 53,U=A(r)U, 
Posons comme précédemment 
(40) i= 6-0: Gi eV, 


Nous aurons 


FAO ae OUNCE ORY oe Ve 
or 217 OR ( dp° r) e- 
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et par suite, l'équation (39) deviendra 


(41) aV—V| 7 + Met) | ai A = 
Nous poserons 
(42) Gere err =— ue), 


où p.(¢) est une fonction connue. Nous aurons donc l’équation 


eave ar oe hy 


et par suite, Péquation intégro-différentielle du problème sera 


OV: 4 
(44) 27 Vh(o) = [15 = p(e) Vo | Sms P) dom; 


s désignant encore la surface de la sphère unitaire dans sa totalité, et 
g(m, p) le même noyau que dans (13). 
Pour résoudre (44), nous poserons 


(45) Vino) =f (0). o(m)s 
Il nous viendra 


(46) an fio) ep) =[0"(e) — ole) Fe) ff @(m) am, p) don: 


nous aurons les solutions de la forme (45) en posant 


(47) ang(p)=at ff o(m) g(m, p) dom 
et 
(48) JC) — [ae p(p) ] fle) =0. 


Les fonctions fondamentales o(p) sont des fonctions Y,(p), comme 
dans le cas précédent, attachées aux valeurs caractéristiques 


Cate = (+ >)? 


y désignant un entier. 
Il nous reste à étudier les intégrales des équations (48) lorsque ¢ 
tend vers + +. Le cas le plus immédiat est celui où la fonction pe) 
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définie par l’équation (42) tend vers une limite bien déterminée 1, : 
nous allons montrer que dans le développement d’une solution V,(¢) 
de l'équation (44) suivant les fonctions fondamentales Y,(p), soit 


+ 00 


(50) Vh(p) = Co fo(P) + do So(p) +) [ev fe) + dy 81 (0)] Yv(p), 


Pie À 
les intégrales générales 
| cy fu(p) + dy gp) 


des équations (48) mettent en jeu des fonctions /,(¢) et g,(¢) satisfal- 
sant aux conditions a, b, c déjà formulées au n° 17, tout au moins, à 
partir d'une certaine valeur de y. 

En effet, reprenons les équations différentielles (48). Il est facile 
de préciser l'allure de leurs intégrales à l’infini, sachant que la fonc- 
tion u(e)tend vers une limite u,. L’une de ces équations peut s’écrire 


(51) ROBIEN | Fe) =o. 


Done le coefficient de /(¢) tend, pour ¢ positif et infiniment grand, 


vers 
y \? 
(» —+ :) + Ho- 


Il s'ensuit qu'à partir d'une certaine valeur de y, ce coefficient sera 
positif. Il existe alors, pour l'équation (51), d'une part, des inté- 
grales /,(¢) tendant vers zéro, et cela de manière que le rapport 


J, (ep) 
fv (e) 


tende vers 


xe VAE + Mn 


et, d'autre part, des intégrales 8, (2) croissant indéfiniment, et cela de 
manière que le rapport 


tende vers 
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Dans ces énoncés ('), nous avons supposé essentiellement que 
l’on a 


(+i)+m>e 


Cela a lieu pour toutes les valeurs de l’entier v si 4, dépasse — a 


22. L'analyse qui précède nous amène à des conclusions très: 
importantes. Étudions d’abord le cas où 
(52) ue hrs Fe 
alors, les conditions a, b, c sont satisfaites pour toute valeur de 
l’indice y, à partir de v=o. En plus la fonction Y, se réduit à une 
constante. : 

Dans ces conditions, on peut appliquer au cas actuel, non seule- 
ment le théorème A, mais encore le théorème B et le principe des 
singularités positives de Picard. 

Notamment, lorsque A se réduit & une constante, on obtient la 
classe des fonctions méta-harmoniques, suivant une dénomination que 
j'ai proposée (*) et qui a été adoptée par divers géomètres. 


23. Considérons maintenant le cas où l’on a 


(53) vo=limr?i(r) <— >: 
r>0 4 
Alors pour v= 0, et s’il y a lieu, pour 
Vet V0) RS CE Yeas 


ou A désigne le plus grand entier tel que 


1\2 
(» + :) + Lo 


soit négatif, les solutions des équations (50) sont oscillantes et essen- 
tiellement bornées. On peut maintenir ici la distinction des pôles. Le 
ep Se a CE i a oe a — 
(1) Pour leur justification, voir Borst, Leçons sur les Séries divergentes, 
2° édition, p. 46. 
(2) Voir l’année 1927 du Bulletin de la Société mathématique. 


rags 


ES rene A est encor À 
_ conditions qui nous ont pe 
É le principe de Picard. AS 
PRO RUE En fait, il est facile de parachever ¢ cette étudt ae e cas 


Le, 
"4 ‘ 


.. Ex A 
SS a 


Ma = AE a fink 
Mae easuneraloun) constante inférieure. à ge | 


LR ae : ptr tions (50) sont os des fonctions trigonométriques, l'on knit 
lement qu’une solution de l'équation initiale (39) ne peut c LES 
un signe constant autour du point 0, quple que’s soit la singularité 
HOPPER ie elle offre en CÉDOIDE VANNES fee 15 aan 6 


"1 i 


f : os, DAC oe 
| ; | } She eae 
24. Les Re AU nt à l'étude, dans 16" eae 
domaine du point à l’infini, des solutions de l’é équation (39), régu- 
; | lières à l'extérieur d’une certaine sphère. Tout à l'heure, le rôle.dut + 2 SE 
ae _ paramètre générique u de la section II était joué par. Ile sera done 
dorénavant par — p, ou si l’on préfère, nous allons faire tendre ici 6 | 
vers —, OU 7 Vers + 0. > | = 
Etudions le cas où r°A(r) pee une limite finie y.. quand 7 tend 


14 | / ; 

“A vers +. Si 1, surpasse — 2? non séulement nous pourrons faire la 

#54 | distinction des singularités polaires au moyen du théorème A, mais 
a nous aurons la possibilité d’appliquer aussi le théorème B et le prin- : 
es cipe de Picard. Mais ces deux derniers résultats ne valent plus pour le 


ming oi F I 
cas où u., est inférieur à — -: 
4 


ESC IPS 


24 bis. Le champ que nous atteignons ainsi n’englobe pas les fonc- 
tions méta-harmoniques, pour lesquelles l’équation différentielle (51) 
devient 


CPR PT TMS POSE 
: b BAL 


Si À est négatif, toutes les solutions de cette équation sont oscillantes. 
Fe Nous ne sommes donc pas dans les conditions où se trouvent vérifiées 
les conditions b et c. Elles ne le sont pas davantage lorsque X est 
positif, car pour ¢ infiniment grand et négatif, les mtasrales de ces 
équations ont la même Art de croissance (surexpouentialles quel 


1972 US PRO 
, Sie : 
5 % Ww 
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que soit y. Cette fusion de croissances (!) s'oppose à ce que l’on ait la 
condition c et l'on ne voit plus ici se manifester la distinction entre 
pôles et points singuliers essentiels. 


IV. — Sur les solutions de AU=U/(s) régulières dans un cylindre 
indéfini, parallèle à Oz, au delà d’une section droite s’annulant 
sur le cylindre. 


25. L'ordre d'idées auquel nous allons maintenant appliquer les 
notions et propositions générales de la section II s'apparente étroite- 
ment aux questions étudiées dans ma Thèse de Doctorat, sur les fonc- 
tions de Green et de Neumann du cylindre (*). 

Aux n® 17 et suivants de ce travail, j’ai étudié, en appelant A une 
constante, les solutions de AU = AU qui sont régulières au delà d’une 
certaine section droite, par exemple pour z > 3, et qui sont soumises 
sur la surface du cylindre à une condition supplémentaire, consistant 
dans l’annulation de la fonction U elle-même, ou bien dans celle de sa 
dérivée normale. Le processus dont je me suis alors servi coincide 
avec celui qui est mis en œuvre dans le présent Mémoire, si ce n’est 
que, dans ce premier travail, mon attention ne s’était portée explici- 
tement ni sur l'équation intégro-différentielle du problème, ni sur la 
distinction entre les pôles et les singularités essentielles. 


26. Considérons un cylindre (dans l’espace euclidien à trois 


(1) La séparation ne s'exerce ici qu'entre les intégrales croissant indéfiniment 
et les intégrales tendant vers zéro. La scission ainsi produite a, dans certains cas, 
un rôle important. Notamment, cette propriété est la source de ce théorème 
d'unicité de détermination d'une fonction méta-harmonique dans un domaine 
infini : Soit l'équation AU = &?U. Si une solution de cette équation, régulière 
dans un domaine infini, s’annule sur sa frontière et admet en module une limita- 


: _ shar 
tion de la forme K 


en un point situé à la distance r d’un point fixe, elle. 


est identiquement nulle [( Voir Boutiaann, Sur les fonctions méta-harmoniques 
(Bull. de la Soc. math., 1927)]. 

() Bulletin de la Société mathématique de France, 1. 42, 1914, p. 168 
et suiv. 
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dimensions) ayant ses génératrices parallèles à l’axe des 3. se propo- 
sons-nous d'étudier une solution de l’équation 


FUSS AU ŒU 
(54) ane DEC Oz? I(s), 


régulière dans ce cylindre aux points de cote 3 positive et s’annulant 
sur la surface de ce cylindre. 

Les points situés à l’intérieur du cylindre seront génériquement 
désignés par des grandes lettres, la petite lettre correspondante repré- 
sentant leur projection sur le plan de la section droite s = o. Désignons 
par g(m, p) la fonction de Green harmonique de la section droite. 
En convenant de regarder une fonction d’un point P comme une fonc- 
tion de sa projection p et de sa cote z, assimilée à une variable sup- 
plémentaire, nous aurons ici pour équation intégro-différentielle du 
probléme 


(65 rer Up, =f f [A sat 3) — f(s) U(m, | g(m, p) dom. 


où & désigne la section droite z = 0. Pour résoudre cette équation, 
cherchons les solutions de la forme 


(56) U(p, 5) =9(p) (3) 


On s’apercoit aisément que les fonctions o(p) sont des fonctions fon- 
damentales de la section droite, c’est-à-dire des solutions de l’une 
des équations intégrales homogénes 


(57) 27 O;(p) = az | [ eulm) g(m, p) dem, 

les fonctions (3) correspondantes étant déterminées par les équa- 
tions différentielles 

(58) PCs) — mis) [a + f(s)] =o 


auxquelles les lois de répartition des «; confèrent des propriétés ana- 
logues à celles que nous avons rencontrées dans la section précédente 
à propos des équations (51). 
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En effet, envisageons la fonctionnelle quadratique - 


=f [ Jen eo) sem, p) dom dy 
rl gode ar f f grad ode. 
2 4 


Du fait que cette fonctionnelle est positive, il découle que tous 
nos a; sont des constantes réelles et positives. 

Supposons que la fonction /(z) tende vers une limite finie lorsque 
s tend vers +. Les conditions a, b, c du n° 16 se trouvent dès 
lors vérifiées à partir d’un certain rang z. Donc, on pourra définir les 
poles et les distinguer au moyen du théorème A. Si de plus la limite À 
en question est telle que l’on ait 


ÀA+a>o, 


le théorème B et le principe des singularités positives de Picard 


s’appliqueront. Si l’on a 
A+ a2<o, 


équation n’admettra pas de solution s’annulant sur le cylindre et 
restant positive au dela d’une certaine section droite. 


27. Toutefois, en supposant réalisée Phypothése 
À+a>o, 


la démonstration du théorème B nécessite un raisonnement complé- 
mentaire, du fait suivant : si nous considérons la fonction fondamen- 
tale ee) (unique et essentiellement non négative) qui correspond à 
la constante caractéristique «?, la borne inférieure de cette fonction 
dans la section droite devient nulle. Et par suite, il faut reprendre la 
démonstration sous une nouvelle forme : à cet effet, il suffit simple- 
ment d'observer que les rapports des diverses fonctions o,( p) à la pre- 
mière d’entre elles ©,(p), pris séparément, sont des fonctions bornées 
dans toute l’étendue de la section droite ÈË 

C’est un fait dont nous allons établir l'exactitude pour une section & 
simplement connexe, en profitant de ce que les hypothèses actuelles 
(E à deux dimensions) nous permettent de recourir à la représentation 
conforme. 

Ann, Ec. Norm., (3), XLVIIL. — Mai 1951. 17 
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Nous pouvons écrire 


a [fe (m) g(m. p) don 
pv (7 : 


Do ti a | facon) gm. Pp) dom 


Appelons ¢ une portion de l'aire Ë où g,(m) reste supérieur à un 
nombre À > 0. 
Nous aurons 


j | sf PACPr] &( m, P) dom 
ony) px 


<Æ a eas Ee BS 
nf f sim, p) den 
Co 


On est ainsi ramené à prouver que le rapport 


f g(m, p) don, 
ff ec. P) don 


demeure borné. Il suffit évidemment d'établir cette propriété lorsque 
p se agen dans un certain voisinage du contour délimitant = 

L’aire X a été supposée simplement connexe. Alors, en né dat 
sa représentation conforme sur un cercle, il nous suffit de montrer 
qu'en appelant S l'aire de ce cercle et s une aire strictement intérieure 
(transformée de 5) le rapport 


f fre mp $e) Cm) ) ds, 
ee R 
ff 1E Æ)mm) ds, 
mp 


où @(m) est une fonction positive du point » (jacobien de la trans- 
formation) demeure borné. Pour la démonstration, on peut d’ailleurs 
faire en sorte de choisir ¢ de manière que l'aire s en laquelle & se 
transforme soit un cercle s concentrique à S. Dans la couronne Y 
définie par 


gy (P) 
Qo(P) 


Ree? 


Sopsk, 
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et pour 
Omsr, 
nous aurons dès lors 


: Op np! 
K, log < = log ( +) <K, log se 


en appelant K, et K, deux constantes (qu’il serait facile d'évaluer). 
; ee 
Il s’ensuivra que, pour p choisi dans la couronne +, le dénomina- 
teur de notre dernier rapport sera une quantité de la forme 


O(p) log es 


les fonctions positives 4(p) et i) restant bornées. Quant au numé- 


rateur, il admet une limite supérieure proportionnelle & 


(mp! opr | 
f free mp R ) Um 


(car & a une intégrale finie), c’est-à-dire à 
R?— op <2R(R — op). 


Il s'ensuit qu'au voisinage de la frontière, le rapport proposé reste 
borné, puisque | 


R — op 
op 
log se 


posséde lui-méme cette propriété. Le résultat est donc établi. 


28. Au lieu d’étudier les solutions de l’équation 
(59) , AU =U f(z) 


qui s’annulent sur le cylindre et qui sont régulières au dela d’une 
section droite, on pourrait se poser d’autres problémes, en supposant 
par exemple l’annulation de la dérivée normale sur le cylindre. Dans 
le cas où / (3) tend vers une limite finie, on serait encore amené à 
définir des poles et à les distinguer au moyen du théorème A. 

Par contre, dans ce dernier problème, aussi bien que dans celui 
que nous avons étudié au n° 26, si f(z) croit indéfiniment, nous 
observons, dans des conditions très générales, la fusion des crois- 
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sances des fonctions ¢;(3) satisfaisant aux équations (58). Il ne se 
présentera plus de singularités polaires. 


V. — Étude, au voisinage du sommet d’un cône, 
des fonctions méta-harmoniques dans ce cône, nulles sur sa surface. 


29. Pour traiter ce problème, il nous suffit de reprendre ici l’ana- 
lyse et les notations que nous avons utilisées dans les sections I et III. 
Partant de l’équation méta-harmonique 
ŒU > dU 


I ” = 
(60) ese ge Ft ere AU 


et posant 
p 
TER, U—=e*V, 


nous aurons une nouvelle équation aux dérivées partielles 


I = PNR 
aV—V|7+2e | +55 =o. 


En appelant maintenant g(m, p) la fonction de Green de la section 
droite sphérique ¢ du cône, pour l’équation 


Sue =O; 


4 


nous aurons l’équation intégro-différentielle 


ORV ES . ; 
27% Vh(p) ={[(Se —he*PV m) gm, p) dom 
o 


qui se laisse résoudre par combinaison linéaire de solutions de la 
forme 
Vin(p) =f(e) e(m), 


ou les o(m) sont les fonctions fondamentales de la section droite 
sphérique o définies par les équations intégrales homogènes 


ang(py=a { f9(m) sm, p) don. 


Tous les x; sont encore réels et positifs, à cause de la propriété de la 
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fonctionnelle quadratique 


ff ff eue) ep) 80m, p) dem de, 


d’être définie positive. A chaque «;, correspond une équation diffé- 
rentielle 

(ep) —[a? + Ae? ] fi(p) =o 
et les intégrales de ces équations qui augmentent indéfiniment avec p 
ont leurs croissances séparées, de manière que les conditions a, 
b, c du n° 17 soient satisfaites ('). 

Nous aurons donc à distinguer des singularités polaires, et nous 
pourrons appliquer à leur discrimination les théorèmes A et B. Tou- 
tefois, pour ce dernier, la démonstration appellera une précaution 
supplémentaire analogue à celle qui a fait l’objet du n° 27. A des 
modalités d'écriture près, le raisonnement suivra la même marche. 
Comme conséquence du théorème B, on pourra donc aussi appliquer 
le principe des singularités positives de Picard. 


30. A la suite de la question que nous venons d'étudier, le moment 
est favorable pour dire quelques mots de la fonction de Green du 
cône. | 

Il importe d’abord d'observer que si l’on veut avoir une théorie 
d’un caractère isomorphe à celle de la fonction de Green du cylindre, 
ce n’est pas sur l'équation méta-harmonique (°) 


(61) AU— AU 


(:) Plus généralement, il en serait ainsi, si au lieu de supposer À constant, on 
en faisait une fonction de 7 telle que 


rÀ(r) : 


Beat 1 
tende vers une limite surpassant — 7 lorsque r tend vers zéro. 
(2) Si l’on cherchait la fonction dé Green du cône pour l'équation méta-har- 
monique, on aurait un problème isomorphe à une question se présentant, pour 
L . . 4 a + qe 
le cylindre, sous la forme suivante : trouver la fonction de Green d’un cylindre 
indéfinie pour l'équation 


AL Uf(s). 


Une telle fonction de Green ne peut plus se représenter sous la forme d’une 


= à 
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qu’il convient de porter son attention, mais bien sur l’équation 
(62) AU — 5 U0, 


K désignant une constante. Moyennant quoi il serait facile, grace au 
changement de variables défini par les équations (2), d’obtenir, 
comme dans ma Thése de Doctorat, une représentation de la fonction 
de Green au moyen de l’tntégrale de Fourier. Soient les deux points M 
et P à l’intérieur du cône : en posant 


OP Met A Ve ES 


nous aurions pour fonction de Green de l’équation (62) 


+2 : 
(63) Gh (My Pye : [ g(m, pi + K) cos (à log “) dh, 


rVrs 
où le noyau g est la fonction de Green de l’équation beltramienne 
(64) BV (5 +N+K)V=o. 
+ 


La fonction G,(M, P) est une fonction non méromorphe de K comme 
le montre son développement suivant les fonctions fondamentales. On 
pourrait donner pour elle des propriétés fonctionnelles, analogues à 
celles que j’ai indiquées pour la fonction de Green du cylindre, et 
englobant comme cas particulier les considérations rencontrées au 
n° 9 du présent travail. Je ne m’y arréterai pas. | 


: 
31. Je préfère signaler l'intérêt offert par la transposition à l’équa- 
tion (42) des résultats du Chapitre V de ma Thèse. Considérons la 
transformée en V de (62), c'est-à-dire l'équation 


a OPV , I 
(65) Op? + A,V ~(; ++ K)V =o. 


Supposons donné un cône de sommet O par sa section droite sphérique. 


intégrale de Fourier, mais on peut la développer en série de fonctions fonda- 
mentales, en généralisant les méthodes du Chapitre Ill de ma Thèse, 
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Soit | 
à CA CEA bc: 
Ja suite des constantes caractéristiques correspondantes, provenant de 
ae équation intégrale homogène dont le noyau est la fonction de Green 
de l'équation (44), attachée à cette section DCI pour °+K=o. 
PSP On dx 
(66) ? K + a? > 0, — 


ily aura toujours une solution et une seule du probleme suivant : 


Trouver une fonction V définie dans la section droite sphérique et pour 

0 > 0, régulière dans ce domaine, prenant pour ¢ = o des valeurs données 
ie la section droite, et pour p quelconque des valeurs H(s, 0) sur son 
contour, la fonction H(s, 0) étant continue et bornée et V vérifiant (65) 


De Ià découle immédiatement ce corollaire : 
| Considérons un domaine dont la frontière, à l'intérieur d’une sphère 
ayant pour centre O, est une surface conique de sommet O. Il existe, 
moyennant l'hypothèse (66), une solution et une seule de l'équation (62), 
avec valeurs périphériques données, toutes les fois que, sur la partie conique 
de la frontière, les valeurs kus sa de UVr demeurent continues et 
bornées. 


Mais ce théorème cesse de valoir dans le cas où la condition (66) 
n’est plus vérifiée. Il faut alors, dans la discussion, si —K est 
“entre @, et 7.1, écrire 2p conditions de possibilité. 

Je signale enfin l’ordre d’idées (important pour la formation d’équa- 
tions intégro-différentielles pour lesquelles on ait d'emblée un fil con- 
ducteur) qui consisterait à ramener la résolution du problème de 
Dirichlet, pour un cylindre ou pour un cône, à l'étude d’une équation 
intégro-différentielle formée à l’aide de la section droite, plane ou 
sphérique. En particulier, dans le cas du cône, on pourrait se pro- 
pores. le probleme pour l équation 


AV == Uf(r) 


et pour des rire ayant, en fonction de 7, telle ou telle allure au 
PAPE du sommet. Mais je me contente d’indiquer cette question, 


BR a 


eR OREO AO Gt. x at NTI ES 
eft a, "+ J ve: 


sique. Soit O un point appartenant au domaine Q, Alors Q — O est un 
nouveau domaine, de frontière 2 + O. Proposons-nous de déterminer — 
une fonction harmonique dans Q—O, continue sur E et prenant sur 


celle-ci des valeurs données, et spécifions qu'aux environs de O, la 
RnEuon reste paie ou, Het généralement, Lis ses valeurs neers 


sera un n pôle d'ordre « au plus de la solution ; le -Ci Tee done 
d’un nombre fini de constantes arbitraires fuit linéairement. Ce 
nombre sera l'unité si la fonction reste positive aux environs de O. Si 


la fonction s’annule sur & et est positive dans Q, elle sera proportion- 
nelle à la fonction de Green de Q pour le pôle O. Cette détermination à 
un facteur constant près est la forme intégrale du principe des singula- 
rités positives de Picard, que j'ai envisagée systématiquement au fasci- 
cule XI du Mémorial Villat. 


33. Une variante se présente lorsqu'on suppose que Q est le domaine 
extérieur à un nombre fini de surfaces fermées, bornées et disjointes. 
On cherche une fonction harmonique dans Q prenant des valeurs 
données sur ces surfaces, sachant en outre qu’à l'infini, ou bien cette 
fonction reste positive en dehors d’une certaine sphère, ou plus géné- 
ralement, que ses valeurs négatives (par exemple) admettent une limi- 


un faithaine Q de froncbes y, et supposons, pour aad: que ee = ; 
un tel domaine, le problème de Dirichlet soit résoluble au sens clas- 


- ÉTUDE DES SINGULARITES DE CERTAINS CHAMPS SCALAIRES. 137 


tation de la forme — Kr*-". Le point à l'infini est alors un pôle au plus 
d'ordre « de la fonction, qui dépend encore d’un nombre fini de cons- 
tantes arbitraires, réduit à un, si la fonction reste positive à l'infini. 

Dans ce dernier cas, si la fonction s’annule sur les surfaces déli- 
mitant Q, elle est encore déterminée à un facteur constant près. Elle 


est de la forme 
C[1— V(P)], 


où V(P) est le potentiel d’équilibre prenant la valeur 1 sur chacun des 
conducteurs délimités par nos surfaces et s’éteignant à l'infini. 


34. Les résultats que nous avons exposés dans la section V nous 
permettent de faire l’étude de certains cas-limites du problème étudié 
au n° 32. On suppose que le point O, au lieu d’appartenir au domaine Q, 
appartienne à sa frontière £. Choisissons toujours (pour simplifier) Q 
et & de manière que le problème de Dirichlet soit résoluble au sens 
classique et cherchons une fonction harmonique dans Q, qui soit con- 
tinue sur toute portion de È ne contenant pas le point O et s’annule 
sur une telle portion. Supposons également que la partie de la frontière 
située dans une certaine sphere de centre O se réduise a une surface 
conique de sommet O. Supposons enfin qu’au voisinage du point O, la 
fonction considérée, ou bien soit assujettie à demeurer constamment 
positive, ou bien que ses valeurs négatives admettent une limitation 


À ; 3 : I 
proportionnelle a une certaine puissance de —. 


Dés lors, le point O sera un pole pour une telle fonction et par suite, 
nous pouvons affirmer que son expression sera une combinaison 
linéaire et homogène d’un nombre fini de solutions particulières. 
Notamment, si la fonction reste toujours positive aux environs de O, 
ce point sera pour elle un pôle du premier ordre, et par suite, la fonc- 
tion sera déterminée à un facteur constant près. Dans le cas particulier 
où un certain voisinage de-O, sur Ÿ, est plan, la dérivée normale de la 
fonction de Green au point O, c’est-a-dire 


dG 


dno 


(O, P), 


est une fonction de P, harmonique dans Q, constamment positive, et 
Ann, Ec. Norm., (3), XLVI. — Mar 1931. 18 


Ex qui eat il ae gS avs hee 
_nous sommes placés, cette fonction se trouve | n 
constant près. CAE SE oka ARR ES A 


Reprenons Yhypothose lus Pale: d’un it +" Ae r duquel ve é 
frontière X affecte la forme d’un cône ayant pour sommet ce point. hs 
peut évidemment arriver qu'aux environs de O, le domaine Q soit 


constitué par la réunion d’un ensemble de cônes dont les sections PES Seay: * 


une sphère de rayon suffisamment petit et de centre O (considérées en 
tant que domaines ouverts de la surface de cette sphère) sont des 
ensembles disjoints. Le pore O est alors accessible de l’intérieur de Q 
d’autant de maniéres qu’il existe de voisinages (coniques) mutuelle- 
ment indépendants de ce point. En formilant les conclusions du début 
de ce numéro, nous avons implicitement supposé que le point O n'était 
accessible que par un seul voisinage conique. Dans le cas où ce point 
est accessible par n voisinages coniques, une fonction harmonique et 
positive dans Q, s’annulant sur & où elle est continue, sauf en O, se 
présentera comme une combinaison linéaire a coefficients positifs 
de n solutions particulières dont chacune ne devient infinie que dans 


un seul des voisinages coniques, et tend vers zéro dans les autres, Au 


fond, tout se passe ici comme si l’on considérait le cas limite où 
n points O,, O,, ..., 0, à voisinage conique unique viennent se con- 
fondre. 


39. On peut se poser d’autres problèmes relatifs à des domaines 
infinis A présentant » branches infinies, coniques ou cylindriques. En 
partant de l'étude, faite dans la section V, d’une fonction harmonique 
dans une branche conique indéfinie au delà d'une sphère ayant son 
centre au sommet du cône, nous aboutirons à ce résultat : 


Soit un domaine A dont la frontière à l'extérieur d'une certaine sphère, 
est formée par n sur faces coniques délinutant autant de branches infinies. 
Les fonctions, harmoniques dans A, nulles sur, et telles que leurs valeurs 
négatives demeurent supérieures a une quantité de la forme — Kr* sont 
des combinaisons linéaires et homogènes d'un nombre fini de solutions 
particulières. Notamment, celles qui sont partout positives sont des combi- 
naisons linéaires et homogènes à coefficients positifs de n fonctions pré- 


z 
É 
1 
: 
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sentant les ae eaovanies + dont chacune tend ve vers zéro dans toutes les 


branches a l'exception d une seule. 


D après l'analyse qui a été développée dans la section IV, cethéorème 
_ subsiste si quelques-unes de nos branches infinies coniques deviennent — 
cylindriques. | A 

IL est encore vrai si, passant du cas des fonctions harmoniques à 
celui des fonctions méta-harmoniques, on suppose que toutes les 
branches infinies deviennent DRASS et que le coefficient À de 
l'équation — 


| } : : AU==20 
satisfasse aux inégalités 
A+ a; > 0, tax, enr A+ af > 0, 
en appelant.a, 5-4, 16. ee ‘les prémidres constantes caractéristiques 


attachées rh aux diverses branches. Dans ce cas, le prin- 
cipe des singularités positives de Picard s'applique sous cette forme: 

toute solution de (1), régulière et positive dans le domaine À, nulle sur sa 
frontière À, est une combinaison linéaire et homogène, à coef ficients 


_ positifs, de n solutions particulières. D'autre partles solutions régulières 


dans A, nulles sur X, dont les valeurs négatives surpassent une quan- 


tité de la forme 
| — Ke’, 


sont des combinaisons linéaires et homogènes de solutions, en nombre 


fini, présentant les mêmes caractères. 

36. Dans ces énoncés, aussi bien que dans ceux de la section V, il 
est d’ailleurs sous-entendu que le cylindre est à section droite bornée. 
Considérons un cylindre dont la section droite serait une bande plane 
indéfinie comprise entre deux droites parallèles, ou si l’on préfère, 
considérons le domaine A dont la frontière serait constituée par deux 
plans parallèles. Nous pouvons toujours supposer l’unité de longueur 
et les axes choisis de telle manière que ces plans aient respectivement 
pour équations — 


Cherchons les fonctions harmoniques dans le domaine A et s’annulant 
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sur chacun de ces plans. Une telle fonction peut se prolonger dans tout 
P espace : elle donne lieu de ce fait 4 une fonction harmonique entiére, 
impaire en a, périodique en æ et de période 27; cette fonction admet 
done un développement de la forme 


(67) sing U,(y, 5) + sinaxzU,(y, =) +... R 
+ sinnxU,(y, 5) +...=U(a, y, 5). 


où la fonction U,(y, =), qui se déduit de U(a, y, z) par 


(68) (rl U(a, y, z)smazx dx 


D 
satisfait à l'équation méta- -harmonique ? à deux dimensions 


6 FU, We Le 
9} Oy À ds 


nr: 


Proposons-nous par exemple de chercher les fonctions U(a, y, =) 
de la forme (67) qui demeurent positives entre nos deux plans. La 
fonction 


| Wied oy age a= aye Dr V7; =) sina dg 2 f U sine dx 
T AP 


0 


sera donc positive. Elle devra vérifier l'équation 


FU OU, 


Oy? Oat Us 


(70) 


D'ailleurs toute fonction 
U; (y, 2) sine 


est une solution. Or, pour l’équation (5o), il existe une infinité de 
solutions positives, réguliéres dans tout le plan des yz, par exemple 
les fonctions représentées par l’intégrale de Stieltjes 


an 
27 


U; (y, a= ere na elne PF Coys 


où f(x) est croissante. 

Au fond, dans cet exemple, l'étude à l'infini des diverses fonctions U, 
n'introduirait pas la distinction entre pôles et points singuliers essen- 
tiels, que la section II nous a révélée comme la source ith principe des 
singularités positives de Picard (voër n° 24 bis). 


2 
an 
ws 


ETUDE DES SINGULARITES DE CERTAINS CHAMPS SCALAIRES. 141 


L'exemple pourrait être varié de différentes manières. On pourrait 
prendre comme section droite du cylindre, non plus une bande indé- 
finie, mais une demi-bande 


OS 22, O's 


Les U,, Us, ..., U,, ... seraient encore des solutions d’équations (69), 
lesquelles seraient assujetties à s’annuler avec y. Pour un tel domaine A, 
on aurait des fonctions harmoniques positives, nulles sur la frontiére 
de la forme 


T 


sina f “sh(y COS he Gi EC) 


On pourrait envisager aussi le domaine 


OS@ST, 0< y, O< 4, 


Les fonctions harmoniques suivantes 


wha 


sina f sh(y cosa) sh(z sina) d f(a) 
0 ‘ 
seraient positives dans ce domaine, nulles sur sa frontiére. 


37. Il est interessant de rechercher, en passant, si dans ce qui pré- 
cède, nous avons bien obtenu toutes les fonctions positives. Posons 


(71) y =rcos8, 3—rsin06. 
Considérons l'expression 


27% 


ile U,(rcos9, r sin0) dû ; 
0 


elle représente l'intégrale d’une solution U, de (69) étendue à la cir- 
conférence de centre O et de rayon r. La fonction de Green de l’équa- 
tion (69) pour cette circonférence et pour Ie pôle O est une fonction 
de la seule distance à O, donc sa dérivée normale est constante sur le 


cercle et par suite, on a: 


27% 
(72) ik U, (r cos, r sinô) dé = U,(0, o)o,(r'), 
0 
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où o,(r) est une fonction indépendante de la solution U, de (69) actuel- 
lement considérée, done proportionnelle à la solution, régulière dans 
tout le plan, qui ne dépend que de la distance au point O, à savoir la 
solution holomorphe de 


: POU” Bho ae FR 
(73) ye es PAL LES Na : 
soit 
J, (mir), 


fonction qui, pour r infini, est de l’ordre de grandeur de 


ew 
vr 
Cela posé, soit U(æ, y, =) une fonction harmonique entière définie 
par un développement (67), dont les coefficients satisfont aux équa- 
tions (69). Si U(a, y, z) est constamment positive, il en sera de même 
de 


{! U(a, r cos, r sin6) dé, 
0 


fonction qui admet un développement de la forme 


(74) a,sinaJ,(ir) + a, sin2x (air) +...+ asinnxd,(nir)+.. 


24 


où les coefficients des termes en sinnz sont des fonctions à croissances 
séparées. Nous sommes ici dans les conditions d'application du théo- 
rème B et par suite, du principe de Picard. Il faut donc que l’on ait 


AR NE eee, 0; 


Donc, si la fonction U est positive, son développement (67) ne con- 
tiendra que le terme en sina. Ce résultat s’applique indifféremment à 
nos trois domaines 


Ox w= AT: 
Oe ir ie Tg VO, 
Oe <— Tr, y > 0, F0 


38. Il ne nous reste donc qu'à chercher les solutions de l'équation 


AU, HU, U 
SEP — U, 


(79) 


aye Oat 
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qui sont positives, soit dans tout le plan, soit dans le demi- -plany > 0, 
soit dans le quart de plan z, > 0. Prenons d’abord la première hypo- 
thèse. A l’intérieur de tout cercle, ayant son centre à l’origine, une 
telle fonction est représentée par l’intégrale 


res dG 
see J Bene 
27 J, sees ge 


1G 
où — est la dérivée normale de fonction de Green de l’équation 


AU =U. Supposons maintenant que R croisse indéfiniment, et cher- 
chons la limite du rapport 
dG 
Tag Mt Pi 


Cie 
Fig (M 0) 


en appelant M le point de coordonnées Rcosa, Rsina(a fixe). Un calcul 
facile donne justement, en appelant y, z les cordonnées de P, 


ey G08 % +3 sin 


D’ailleurs, en raison de la constance de SM, QO), nous pouvons 


écrire 
Com, Pp) 
U,(P)=5 af soar) U, (a) da 
sree 0) 
avec ‘ 
F(R)= . Re (M, O). 


‘ L'expression U, aun co ete que soit R, dont elle est indépendante. 
Le rapport des valeurs S* © tend vers une limite e”°***=*""*, et la même 


propriété appartient a Ia quantité indépendante de R 
Us(o) =f F(R) U,(a) da. 


Le fait que toutes les U harmoniques, positives entre nos plans et 
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s’annulant sur ces plans sont données par 


U= sin f BRCURA RENE CET 
0 


serait donc établi si l’on prouvait que, pour chaque «, l'intégrale 


a 
a F(R) U, (a) da ; 

0 
possède une limite, c’est-à-dire si l’on pouvait énoncer le théorème 
suivant. 

Soit une fonction entière et positive U,, satis faisant à l'équation (75). 
On considère un certain angle ayant pour sommet le point O. On déter- 
mine la solution de (75), régulière dans le cercle de centre O et de rayon R, 
prenant les mémes valeurs que U,, sur l'arc de ce cercle intérieur à l'angle 
donné, et s’annulant sur le reste de la circonférence. La valeur de cette 
fonction au point O tend vers une limite lorsque R croît indéfiniment. 


J'ai établi le fait que la question ainsi posée se résout par l’affirma- 
tive dans ma Communication du 13 avril 1931 à l’Académie de Cra- 
covie (voir le Bulletin international de l’Académie polonaise des Sciences 
et des Lettres). 


39. Les exemples précédents sont très suggestifs. Reprenons l’étude 
des fonctions harmoniques positives dans le domaine 


(NE ET OCT O=<. &, 


et nulles sur sa frontière. Ce problème est un cas limite du problème 
analogue, pour le domaine demi-prismatique 


ORL T, DS RETENU 00 ES) 


lorsque L croit indéfiniment. Dans ce cas, on a des fonctions fonda- 
mentales 


A . V 
Sin 772.2 Sind L 


4 


avec des exposants caractéristiques 


Sp Ps 
\ M4 LE? 
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on voit qu'il y a confluence d’une infinité d’exposants caractéristiques 


lorsque L croit indéfiniment. De là résulte la fusion de croissances que 
nous avons signalée. 


40. Si l’un des plans restant fixe, l’autre, toujours parallèle au 
premier, s’en écarte indéfiniment, nous aurons à considérer l’un des 
domaines 

Bie). 
LEO; HO; 
LO; VE ON 3 > 0: 


qui rentrent dans le type des domaines coniques et pour lesquels le 
principe des singularités positives de Picard redevient exact. (Une 
démonstration élémentaire en paraîtra dans Mathematica). 


VII. — Résultats parallèles relatifs à des problèmes linéaires dénombrables. 


41. Les systèmes linéaires d’une infinité d'équations à une infinité 
d’inconnues ont été étudiés principalement dans les conditions qui 
permettent de présenter leur théorie comme un prolongement direct 
de l’Algèbre ('). 

Or, l’une des différences les plus essentielles entreles systèmes finis 
d’une part et les systèmes infinis de l’autre est justement la suivante : 
dans le premier cas, domine la notion du nombre cardinal sous les 
formes : nombre des équations, nombre des inconnues et (éventuel- 
lement) ordre d’indétermination. 

Par contre, dans le cas des systèmes infinis, le nombre cardinal, 
envisagé exclusivement, devient inopérant, et l’on voit se manifester 
dans la discussion des considérations d'ordre (?). 


(1) A ce point de vue, voir le beau livre de M. F. Riesz, Les systèmes d’équa- 
tions linéaires à une infinité d'inconnues, Gauthier-Villars, 1913. 

(2) Voir mes articles : vi = 

A. Sur les fonctionnelles linéaires positives (Bull. Scienc. math., mai 1927). 

B. Le finitisme et son efficacité dans la recherche mathématique (Rev. scient., 
octobre 1928). 

C. Sur certains aspects de notions fondamentales en Analyse (Æns. Math., 
février 1929). 

Ann. Ee. Norm., (3), XLVIII. — Mar 1981, 19 
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Quoique très simples, ces vérités importantes sont rarement mises 
en évidence ('). Il importe de pouvoir donner des exemples faciles de 
leur application : tel sera le but de cette dernière section, où l'on verra 
intervenir activement, dans les problèmes traités, des circonstances 


d'ordre topologique. 


42. Les systèmes dont nous allons nous occuper sont des systèmes 
d'une infinité dénombrable d'équations à une infinité dénombrable 
d’inconnues. A ces équations, pourront être adjointes des conditions 
d’inégalité. Nous allons considérer d’abord, dans le plan, un réseau 
déterminant une infinité de carrés égaux. Nous construirons un 
domaine infini par association de ces carrés, conformément aux con- 
ditions suivantes : 


1° Nous appellerons bande le domaine particulier dont la frontière 
est fermée par deux droites, parallèles à l’une des directions princi- 
pales du réseau, et contenant chacune une infinité de nœuds de ce 
réseau ; demi-bande, l’un des domaines obtenus en subdivisant le pré- 
cédent par un segment parallèle à l’autre direction principale et con- 
tenant plusieurs nœuds. 

2° Nous appellerons domaine à n branches la figure obtenue en pre- 
nant n demi-bandes non empiétantes et en les rendant mutuellement 
connexes par adjonction de carrés, en nombre fini. Chacune de ces 
demi-bandes peut être orientée indifféremment suivant l’une ou l’autre 
direction principale du réseau. Selon cette terminologie, une bande 
est un domaine particulier à deux branches, une demi-bande un 
domaine particulier à une branche. 


Cela posé, notre système d'équations sera celui que vérifient les 
fonctions qui s’annulent aux nœuds périphériques du domaine consi- 
déré et qui sont préharmoniques dans ce domaine, c’est-à-dire telles 
que leur valeur en un nœud interne soit la moyenne arithmétique de 


Re Re ee 


(*) On peut mème dire qu'elles risqueraient d'être méconnues, si l’on en venait 
à généraliser outre mesure certaines tendances comme celle exprimée au début 
du fascicule XX du Mémorial Villat, par M. André Bloch en ces termes : 


Nthil est in infinito quod non prius fuerit in finito. 
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_ leurs AS aux quatre nœuds adjacents ('). Ces fonctions ne sont 
ici définies qu'aux nœuds du réseau non extérieurs à notre domaine. 


_ Doncle système desinconnues et l’ensemble des équations sont dénom- 


brables. 


\ 


Cela posé, nous allons établir le théorème suivant : 


Parmi les fonctions précédentes, celles qui ne sont jamais négatives se 
déduisent par une combinaison linéaire à coe f ficients positifs Me n fonc- 


tions particulières remplissant toutes les conditions indiquées. 


D'une telle proposition, il résulte bien que l’organisation topolo- 
| gique du domaine influence les propriétés du système actuel, dans 
lesquelles les modalités d'interconnexion des i inconnues jouent un rôle 
essentiel. A ce point de vue, le système garde en lui-même une sorte 
d’empreinte du domaine qui a permis de l’engendrer, au point qu'un 
archéologue, ayant à sa disposition le système précédent, pourrait, 


après un cataclysme venant éparpiller les mailles du domaine, en 


tenter (dans l'éternité) la reconstitution. 


43. La démonstration découlera très simplement de l'étude d’une 
fonction préharmonique et positive dans une demi-bande, fonction 
s’annulant aux nœuds latéraux de cette demi-bande et prenant des 
valeurs non négatives quelconques aux nœuds situés sur le segment 
de base de cette demi-bande. Pour simplifier l’écriture nous suppose- 
rons que ces derniers sont au nombre de six : il n’y en aura donc que 
quatre distincts des extrémités de ce segment. Appelons uo, 6, Mo Lo 
les valeurs assignées à ces points ; appelons nœuds internes de rang n 
ceux qui se déduisent respectivement des quatre précédents par une 
translation parallèle à la bande et d'amplitude égale à n fois le côté 
d’une des mailles élémentaires. Aux nœuds internes de rang n qui se 


@) Partant d’une répartition quelconque sur le réseau ou sur une partie du 


réseau, on peut en déduire une nouvelle dont la valeur, en un nœud, soit la 


moyenne arithmétique des valeurs de l’ancienne aux quatre nœuds adjacents. 
On définit ainsi, lorsque la répartition affecte une infinité de nœuds, une substi- 
tution linéaire infinie à cefficients positifs. Pour de telles substitutions, 
l'étude du cas où toutes les variables sont positives offre un intérêt spécial. 
Voir à ce sujet mon Mémoire À cité en note, page 149. 
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trouvent respectivement en regard des nœuds précédents, sont assi- 
gnées les valeurs Un, Pr) Wns tn La préharmonicité et l'annulation aux 
nœuds latéraux donnent les conditions récurrentes 


Gun Unes EE Uni Frs 
( ) A Pn Pr + Pnti + Unt Wry 
I 6 


Wa Pr + Wii + Pat ths 
4 tana nei no 


pour la détermination simultanée des quatre suites |W, }, {v,}, | %n} 
et { t,}. On obtient huit solutions linéairement indépendantes de ce pro- 
bléme (d’où toute autre solution se déduit par un processus linéaire) 
en exprimant que nos quatre suites sont des progressions géométri- 
ques de méme raison A, ce qui donne 


« I 
4 Un= Uy\ A+ 7 + Pn; 


I 
4 Pr Up + Pn ( os ;) + Wn, 
(2) I 
A Pn + Wh (0 = ;) + tn, 
I 
\ ri Wr +th(2+¢)> 


système qui doit avoir des solutions non toutes nulles en u,, ¢,, Wn, t,. 
En annulant son déterminant, nous aurons une équation du quatrième 


degré en À + si en posant 


(3) A+ 


les équations (2) prennent une nouvelle forme qu’on peut rattacher à 
la recherche des directions principales de la quadrique (dans l’espace 
Un, Vny Wns t, : 


(4) Un + (Un — Pn)? + (On — Wn)° + ( Wp - tas BTS 


l'équation précédente en À + ; devenant l'équation en s de cette qua- 


drique. Le premier membre de (4) est une forme quadratique définie, 
dont la génération peut être conçue de la manière suivante : partir de 
la somme des carrés des différences des valeurs en deux nœuds con- 
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tigus quelconques (expression formelle qui: contient une infinité de 
termes, mais dont quelques-uns seulement vont nous être utiles), 
puis, dans celles de nos différences contenant up, Cr, w,, £,, faire 


Un = Up Une, ob Ae bee == On ae 


D'après tout cela, notre quadrique (4) est donc un ellipsoide, et par 
suite, l'équation en s correspondante a ses quatre racines réelles et 
positives. En vertu de (3). chacune de ces racines fournira un couple 
de valeurs de À, qui seront également réelles et positives, en même 
temps qu'inverses. 

Notons enfin (en vertu du mode de génération précédent) que dans 
le premier membre de l’équation (4), tous les coefficients des termes 
rectangles sont négatifs. Coupons l’ellipsoide par une droite issue de 
l’origine et dont les cosinus directeurs ne sont donnés qu’en valeur 
absolue ; parmi les 2° droites répondant à ce système de conditions, 
celle qui fournira le rayon vecteur maximum sera nécessairement celle 


a 


pour laquelle le coefficient de 0? dans l’équation 
apr(at+ B+ + 0 — a8 — By — yd) =1 


sera le plus petit possible, c’est-a-dire celle qui traversera la région 
des coordonnées positives (où l’on a le maximum de termes soustrac- 
tifs). Done, le grand axe de notre ellipsoide est situé dans la région 
des coordonnées positives : la direction principale correspondante 
(en vertu de la forme de la condition d’orthogonalité, à coefficients 
tous positifs ) est la seule traversant cette région et elle s'attache à la 
plus petite racine de l’équation en s, laquelle est nécessairement 
simple, en vertu des mêmes remarques (cf. n° 7). 

Finalement, nos huit solutions fondamentales dériveront de huit 
valeurs de À, réelles et positives, deux à deux inverses. A chacun de 
ces couples de valeurs de À, correspond un système de quatre nom- 
bres a, b, c, d, auxquels seront proportionnelles les valeurs, sur toute 
section droite de la demi-bande, d’une fonction préharmoniqueréduite, 
sur chaque file interne, à une progression géométrique de raison À 
(ou À =‘). Une seule de ces répartitions sur la section droite est formée 
d'éléments tous de même signe, qu'on pourra prendre positifs : c’est celle 
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qui correspond au grand axe de notre ellipsoide, c'est-à-dire a la plus 
petite des racines de l'équation en s, ou encore au plus petit de nos À 


surpassant l'unité. 
Cela posé, en appelant À, <A, < A3 SA, les quatre valeurs de À supé- 


rieures à l’unité, l’ensemble des fonctions préharmoniques s’annulant 
aux nœuds latéraux de notre demi-bande et prenant des valeurs quel- 
conques aux quatre nœuds situés sur son segment de base pourra 


s’écrire : 


c C9 k: k 
Une AU + 7 ae AU 2) + A; (ras i) + a, (a+ =) ; 
Û “2 É \ 
; ‘ . k k, 
Pr— (nt FE ;:) + 6, (rai =) + b, (1.954 =) 4- b, (0.344 i) > 
ay 2 3 n 
9 ky 1 ks n ks n ky 
Wn Ci (er xs) + Col RAT + Fe) + cfh;At+ an + ¢,( hk, ia > 
| 2 V3 À 
ky ks + ks Ki 
=a; (a 2 x + d,(hyie+ + d;(hyht+ = ) + d, (hd an)? 
Mf : 2 3 a 


les a, 6, c, d intervenant ici avec l’indice du À correspondant et 
les h, k désignant des coefficients arbitraires. Pour que Up, Cn, Wns tn 
soient positifs quel que soit », il faut que l’on ait simultanément 


h 2— re ley rari 8 


uisque seuls (à l’exclusion de a,,...,d,) les valeurs a,, 6,, ¢,, d 
2 1 1 
sont simultanément positives. En résumé, l’expression générale des 
fonctions qui sont préharmoniques et positives dans la demi-bande con- 
sidérée et nulles aux nœuds latéraux est donc de la forme 
ie U (2 a À ) be, he, Ka 
n— A 1 AJ Sn i OUT Wee, 
m0 Ni ie a 
Peaks DT Ve eka! 
AN + je) + et + Set So, 


k Key Cyn ikke 6s k, 
a oF (rar :) SR eg LR ky 24 
ls 


M 

à k, k, d, keds kid 

ing 22 3°83 4 Oy 

bas Oi (rs hn a” Fai Ue. 

pour une telle solution, Un, +,, ,, t, auront des expressions asympto- 

4 pe a ) at Ae 

tiques ah, Xi, bh, rd", c,h, a", d, h, À", l'ensemble des termes négligés 
tendant vers zéro lorsque n croit indéfiniment. 
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De ce lemme, découle maintenant, de la manière la plus 


facile, le théoreme énoncé. Considérons un domaine an branches et 


une fonction de réseau s’annulant aux nœuds périphériques et préhar- 


moniques dans le domaine lui-même. Si l’on impose à cette fonction 
_ de s’évanouir à l'infini dans chaque branche, elle est, de ce fait, iden- 


tiquement nulle, en raison de |’ Pages Bilis d’un extremum en un 


nœud à distance finie. Supposons qu’elle s’évanouisse dans n—1 
_ branches, mais qu'elle soit non bornée dans la n°", et enfin, qu’elle ne 
_ soit jamais négative : je dis qu’elle est déterminée à 


x 


à un facteur cons- 
tant près. En effet, concevons deux solutions de ce type, et leurs 


_ expressions asymptotiques dans la n°" branche. En multipliant l’une 
des solutions par un facteur positif convenable, on peut égaler leurs 


expressions asymptotiques. Après cette multiplication, la différence 
des deux solutions considérées sera une fonction préharmonique dans 
le domaine, s’annulant aux nœuds périphériques, et (en vertu des. 
raisonnements précédents) évanescente à l'infini. Ainsi que nous 
l'avons dit, une telle fonction est identiquement nulle, ce qui établit 
Je résultat annoncé : car toute solution apparaît comme la somme des 
solutions ayant même partie asymptotique at "elle dans chaque bran- 
phe et évanescente dans les autres. 


45. Somme toute, ce théoréme concerne un systéme infini d’équa- 
tions linéaires, auquel on adjoint le systéme d’inégalités 


Un2 0, Pn2 0, Wn2 9; ln2 0 


quel que soit n. Chemin faisant, nous avons d’ailleurs rencontré tous 
les éléments qui permettaient de résoudre le problème identique au 
précédent, à la suppression près de ces diverses inégalités. Dans 
chaque branche, la partie singulière (c'est-à-dire (dre des termes 
non évanescents ) ad) autant de termes que nous aurions de 
files intérieures à la branche en question. Soient f,,..., 7, les nombres 
de files relatifs aux diverses branches. Une solution au sens actuel, 
c’est-à-dire une fonction préharmonique dans le domaine et nulle pé- 
riphériquement (sans plus), à partir du moment où elle est évanescente 
dans toutes les branches sauf une (la première par exemple), dépend 
de f, constantes arbitraires. Done, le degré d’indétermination de l’en- 
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semble total des solutions correspond à 
fit fetes fn 


constantes arbitraires. Ce nouvel exemple montre, d’une manière plus 
complète encore que le précédent, l'influence des circonstances topo- 


logiques. ; 


46. Dans ces exemples simples, l’ordre d’indétermination du pro- 
bléme est une quantité finie, à l'encontre du nombre des équations 
et du nombre des inconnues, qui sont infinis. Il serait assez difficile 
de donner l’idée générale de tous les systèmes linéaires infinis qui, 
étudiés au même point de vue que le précédent, fourniraient une dis- 
cussion isomorphe. Mais il est un moyen simple de construire de tels 
systèmes. C’est de passer du cas des fonctions préharmoniques du 
plan à celui des fonctions préharmoniques dans l’espace euclidien à 
un nombre quelconque de dimensions, en y prenant un domaine à 
n branches prismatiques. Si l’organisation topologique d’un tel 
domaine, du point de vue géométrique usuel, diffère de celle du 
domaine plan considéré plus haut, n’y a-t-il aucune différence en ce 
qui concerne les propriétés du système que nous lui attachons, la 
démonstration précédente ayant recu une forme indépendante du 
nombre des dimensions de l’espace où est tracé le réseau initial. Dans 
tous les cas, pour tous les domaines ayant le même nombre de 
branches, contenant chacune intérieurement le même nombre de 
files nodales, la discussion est la même. 

On voit que ces résultats s’apparentent étroitement à nos théorèmes 
des sections précédentes sur les fonctions harmoniques. Dans l’espace 
euclidien à un nombre quelconque de dimensions, une fonction 
harmonique et positive dans un domaine à rn branches infinies, 
coniques ou cylindriques, nulle sur sa frontière, est, comme nous 
l’avons vu, une combinaison linéaire de n solutions particulières. 
L’obtention de ce théorème (où le continu se substitue au dénom- 
brable) a précédé dans mes recherches, celle des résultats beaucoup 
plus simples que je viens d'établir. Mais justement, cette simplicité 
m'a engagé à donner ici un raisonnement autonome, pour souligner 
des faits dont l'importance parait capitale. 


= ee 


ÉTUDE 


DE 


L'ÉQUATION DE LA CHALEUR 
Au =c(M)u(M), c(M)20, 


AU VOISINAGE D'UN POINT SINGULIER DU COEFFICIENT 


Par M. Marcet BRELOT 


INTRODUCTION. 


1. Dans la théorie des équations différentielles ordinaires, bien des 
travaux concernent l'intégration au voisinage d’une valeur exception- 
nelle de la variable +, d’un point exceptionnel (x, y), pour lesquels 
certaines fonctions connues figurant dans l’équation n’ont plus les 
propriétés de régularité habituellement requises dans l’étude géné- 


- rale. Par exemple on s’est occupé de l’équation y’ = f(x, y} au voisi- 
4 


nage d’un point en lequel / est infinie ou indéterminée. 

Il n’y a, à ma connaissance, à peu près rien d’analogue pour les 
équations aux dérivées partielles. Pourtant, outre son intérêt théo- 
rique, la question peut se poser d'elle-même dans des problèmes phy- 
siques. Par exemple, on sait que sous les hypothèses classiques les 
plus simples, l'équilibre thermique d’une plaque conductrice | coeffi- 
cient de conductibilité /(x, y)2o] et rayonnante selon la loi de Newton 
dans l’espace a o° [ coefficient r(æ, y) 20] obéit à l'équation 


Ok du Ok du 2u du 
Oe Bega Op ay)" (au = TE + DE), 


u étant la température. 
Ann. Ee. Norm., (3), XLVIIL — Mar 1931, 20 
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Lorsque l’on suppose # > 0, c’est une équation du type linéaire 


AE nee CU 
| du dy 
à coefficients bornés. 

Or pour ce type d’équation, moyennant quelques hypothèses sur les 
coefficients, comme l'existence de dérivées des premiers ordres, et des 
conditions plus ou moins restrictives sur un contour et la distribution 
des valeurs données qu'il porte, on sait résoudre le problème de 
Dirichlet, soit en se ramenant à une équation intégrale du type de 
Fredholm ('), soit lorsque c>0, par des procédés directs anté- 
rieurs (?). Mais si # peut s’annuler en des points isolés ou le long 
d’une ligne, l'équation à laquelle on se ramène en divisant par # n’a 
plus ses coefficients bornés et les méthodes précédentes ne sont plus 
applicables. C’est un cas que l’on n’a pas étudié; et cependant on con- 
çoit qu’un zéro isolé de # par exemple ne doive pas changer l'allure 
du phénomène physique d'équilibre correspondant au problème de 
Dirichlet. 

Dans un autre ordre d’idées, la théorie des marées conduit, comme 


(1) M. Hilbert (Gott. Nachr., 1904) avait considéré le cas où a dx + b dy est 
une différentielle exacte et traité le problème en utilisant une fonction de Green 
généralisée (non harmonique). Sa méthode pourrait-s’étendre au cas du texte; 
mais d'autre part M. Picard (Annales de l’École Normale, 1. 23, 1906 et R. di 
Palermo, 1906) l’a résolu en se servant tout simplement de la fonction de Green 
ordinaire. 

J'ajoute que l'existence et unicité de la solution du problème de Dirichlet 
n’est vraie pour c de signe quelconque, qu’en général, à cause de l'existence 
des valeurs singulières de la théorie de Fredholm. Mais le théorème devient 
exact sans restriction pour € > 0. 

(?) M. Picard utilise pour cela un procédé d’approximations successives, et en 
même temps une méthode alternée tout à fait analogue à celle de Schwarz pour 
les fonctions harmoniques (voir Picarp, Journal de Math., 1806, 5° série, t. 2, 
et quelques Mémoires qui précèdent). 

M. Lichtenstein a pu, entre autres perfectionnements, étendre ces raisonne- 
ments au Cas C2 0. 

On peut aussi, lorsque a dx + b dy est une différentielle exacte, et c'est le cas 
de l’équation de la chaleur, utiliser la méthode du balayage de Poincaré conve- 
nablement généralisée. Voir un exposé, pour trois variables d'ailleurs, dans la 
Thèse de M. Le Roy, Annales de l'École Normale, t. 14-15. 
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me l’a fait remarquer M. Picard, à résoudre le problème de Dirichlet 
pour l'équation de type analogue 
du du 


h(x, y) Au+ as + b— =cu+f 


l 

be EL: 

où À >o(profondeur d’un bassin) peut s’annuler sur le contour. Et 
H. Poincaré a souligné la difficulté qui s’ensuit (). 

On voit donc l'intérêt que peut présenter l’étude de certaines équa- 
tions aux dérivées partielles au voisinage de singularités des coeffi- 
cients, et cela dans le domaine réel, sans hypothèses bien restrictives 
sur les coefficients. Le présent travail est un-effort dans ce sens. 


2. On s’est beaucoup occupé des équations aux dérivées partielles 
du second ordre du type elliptique (?), en particulier M. Picard qui 
dans son récent Ouvrage auquel je renvoie « Leçons sur quelques pro- 
blèmes aux limites de la théorie des équations différentielles » (*), a plus 
spécialement repris ses travaux sur l’équation 


Awa ela y ula, 7) Ces Oy) 


La question, à peu près laissée de côté par M. Picard qui m’en avait 
proposé l’étude, du problème de Dirichlet extérieur relatif à cette 
équation, m’a conduit tout d’abord, au moyen d’une inversion évi- 
dente, à étudier l'équation précédente et ses intégrales bornées, au 
voisinage d’un point singulier du coefficient. De mes recherches. con- 
sécutives et dont une grande partie a été publiée plus ou moins briè- 


(1) H. Poincaré, Lecons de Mécanique céleste, t. 3, p. 290 (Gauthier-Villars, 
1910). \ 

(2) On trouvera un historique et une bibliographie détaillée du sujet jusque 
vers 1900 dans l'article IT A, T c, de l’Encyclop. d. math. Wissenschaft (Som- 
merfeld) et une exposition récente avec une bibliographie considérable, dans un 
article de la même encyclopédie (II C. 12, 1924, p. 1277), par M. Lichtenstein 
qui a personnellement beaucoup perfectionné cette théorie, dans de multiples 
publications. 

(*) Fascicule V de la collection des Cahiers scientifiques (Paris, Gauthier- 


Villars, 1930). 
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vement, par fragments ('), je fais ici un exposé d'ensemble pour ce 
qui concerne le sujet de ce Mémoire. 

Encore que divers procédés et résultats puissent s'étendre à des 
équations plus ou moins générales du type elliptique, j'éviterai des 
longueurs et bien des difficultés en me limitant ici à un type très 
simple dont il semble naturel de pousser assez loin l'étude avant 
d'aborder celle de types plus étendus. 

Je ne considérerai (dans le domaine réel) que l'équation 


(1) Au=c(M)u(M) (c20). 


Je me placerai souvent d’abord dans le cas du plan (simple); l’équation 
est alors celle de l’équilibre thermique d’une plaque rayonnante a 
r(M) 

7 
de c(M) étant celle du coefficient de rayonnement. Mais presque tout 
s'étendant immédiatement au cas de n dimensions, j’en ferai la 
remarque en signalant les différences. 

Je supposerai pour c(M), en dehors du point singulier, qu'il est sim- 
plement 20 et continu. Seulement je ne puis me limiter à l’hypothèse 
de continuité, plus large que celles employées ordinairement, qu’en 
adoptant pour le laplacien une définition plus étendue que la défini- 
tion classique, vu l’usage dela formule de Poisson pour le potentiel 
- spatial; mais les intégrales de (1) auront leur sens ordinaire et un 
laplacien ordinaire dès quec satisfera aux hypothèses supplémentaires 
négligées, comme d’avoir un gradient continu. On peut justifier cette 
extension en remarquant que l'équation (1) avec le laplacien généra- 
lisé est, comme on le verra, équivalente à une certaine équation inté- 
grale locale qui correspond de plus près au phénomène calorifique de 
sorte que les conditions supplémentaires qu’on peut introduire pour c 
après la simple continuité sont tout à fait inutiles dans l'interprétation 
physique. D’autre part dans ses études indépendantes de la théorie de 


PE SA A PA A RE a chs Sa Se ee MT 1 


conductibilité constante = const UM) — ) la singularité 


(*) C. R. Acad. Sc., t. 189, 1929, p. 1230; t. 190, 1930, p. 101, 286 et 411; 
t. 191, 1930, p. 697; t. 192, 1931, p. 206. — R. della R. Acc. N. dei Lincei, 
1 sem., vol. XI, fasc. 3, 4, 5, 9, 1930, p. 268, 371, 458 et 800. — R. Istituto 
Lombardo di Scienze e Lettere, 1930, vol. LXIII, fasc. 11-15. — R. del Circolo 
Matematico di Palermo, 1931, vol. LV, p- 21. 
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ae ea yr tite M. Picard avait supposé e> o en s'appuyant sur certains | 
Le _lemmes, essentiels pour nous, mais que l’on a pu depuis étendre au 
cas c20; de sorte que l’on pourra adopter cette dernière hypothèse. 
2 _ Ajoutons que cette double extension d’hypothéses aura un grand 
os 5 intérêt de- CES dans certaines démonstrations où l’on a à modi- 
_fiere c. 
= Dans un Chapitre ne je HAT des propriétés con- 

ie avec des extensions, des compléments et une adaptation aux 
à hypothèses choisies pour (1). Je préciserai la notion de laplacien et 
_d’intégrale généralisés et donnerai sous la forme la plus g générale des 
propriétés a impossibilité d’extrema des intégrales qui sont avec leurs 
_ conséquences, de première importance ; puis je parlerai du problème 
de Dirichlet intérieur relatif à (1) sans singularité, rappellerai les 
méthodes de résolution et étudierai la solution comme fonctionnelle 
de la distribution et dec; des travaux récents permettront d'obtenir 
_ des propriétés assez générales relatives à l'allure des dérivées à la 
_ frontière; il sera utile également de parler de la fonction de Green 
généralisée. Enfin, ce qui est essentiel pour la suite, j’étudierai les 
familles et suites d’intégrales de (1); je donnerai des deionstralions 
aussi simples que possible des propositions connues généralisant les 
théorèmes de Harnack et montrerai de plus la propriété très utile 
td égale continuité d’une famille. 
__ J'arrive au deuxième Chapitre au sujet proprement dit et y étudie les 
intégrales bornées au voisinage de O singulier; c2on J est pas défini 
rs _ et l’on ne fait pas d’ hypothèses sur son allure au voisinage. Entou- 
rantO d’un contour y, je résous le problème de la recherche d’une 
._ intégrale u (bornée) prenant des valeurs données sur y : il admet une 


ÊTES = solution unique; en comparant avec la solution harmonique, j'obtiens 
FR | quelques résultats généraux comme celui de l’existence d’une valeur 
_ …_  . moyenne en O de u, limite de la moyenne sur un cercle infiniment 


petit de centre O; mais à certaines restrictions sur l'allure de c corres- 
 pondent des propriétés remarquables : par exemple sic. OM + 
quand OM —+ o, toutes les intégrales s’annulent en O plus vite que toute 
puissance positive de OM. Je montre ensuite que l’équation de Fred- 
holm connue au correspond à au probléme de Dirichlet pour (1 1) lors- 
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qu'il n’y a pas de singularité équivaut encore au problème précédent; 
c’est que f feu do a toujours un sens pour toute intégrale bornée u. 


Cette équation intégrale à noyau singulier se trouve ainsi résolue indi- 
rectement ; elle permet d’obtenir des propriétés générales de wu ou d'en 
retrouver et se prête à un examen plus approfondi de cas particuliers 
pour c; il faut pour cela étudier le potentiel logarithmique avec une 
densité ayant un point singulier, c’est-à-dire l’équation Au= f où f 
admet un point singulier, ff ds ayant un sens. 


Au troisième Chapitre j'étudie, au voisinage du point O toujours sin- 
gulier pour c, les intégrales non bornées, mais bornées dans un sens 
par exemple inférieurement, et approfondis la notion de source ponc- 
tuelle en ce point singulier O du coefficient de rayonnement. Je me 
ramène aussitôt au cas d’une intégrale uw => o par addition d'une inté- 
grale bornée. O se comporte comme «source simple » finie ou infinie, 
c’est-à-dire de flux fini ou infini; la nullité du flux entraine que l’inté- 
grale soit bornée en module et réciproquement; w peut se mettre sous 
ae log Sy: si O est source finie, 920 admet une valeur 
moyenne en O égale a sa plus grande limite et au flux; si O est source 
infinie, © admet une valeur moyenne infinie. Entourant O d’un con- 
tour y, on peut chercher une intégrale s’annulant sur y et pour 
laquelle O soit source de flux donné fini non nul; il ya non-multiplicité 
mais pas nécessairement existence, cela dépendant de l'allure de c; 
au contraire il existe toujours des intégrales © o s’annulant sur y, 
O pouvant être pour elles source finie ou infinie; de plus le cas où une 
source simple non nulle ne peut être qu’infinie équivaut à celui où 
toutes les intégrales bornées s’annulent régulièrement en O. Enfin si 


la forme 


: , u : : ’ 
une intégrale u est telle que |_| soit borné, elle est bornée dans 
I 


O2 —— 
OM 
un sens et O est source finie : c'est la généralisation du « principe des . 
singularités >o » de M. Picard pour les fonctions harmoniques. L’ex- 
tension de tout cela à l’espace donne par une transformation de Lord 
Kelvin l'allure à l'infini dans l’espace des intégrales de (r). 
Quant aux méthodes employées, elles sont tout à fait indépendantes 
de la théorie des équations intégrales. On utilisera constamment les 


” na: 
= 
p 
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propriétés qui se traduisent dans l'interprétation calorifique par ce fait 
qu’en tout point d’une plaque rayonnante en équilibre, dont les bords 
sont à des températures >o et non partout nulles, la température 
est > o et croît lorsque le coefficient de rayonnement diminue quelque 
part, même jusqu'à s’annuler partout (cas harmonique); la forme 
linéaire et homogène de l'équation (1) permettra de se ramener systé- 
matiquement à étudier les intégrales > 0; l'obtention des solutions 
désirées se fera par un passage à la limite à partir de solutions relatives 
au cas où il n'y a pas de singularité, soit qu'on l'isole, soit qu'on modifie 
au voisinage le coefficient c de façon à le rendre continu; et la justifi- 
cation rigoureuse sera basée sur les propriétés des suites d’intégrales 
quant aux théorèmes d'unicité ils seront en partie basés sur un type de 
raisonnement introduit par M. Zaremba pour les fonctions harmo- 
niques. 

Mais avant d'entreprendre l'exposé de ces recherches, je tiens à 
remercier ici bien vivement pour toutes leurs suggestions ou leurs 
indications bibliographiques MM. Picard, Volterra, Bouligand et Lich- 
tenstein avec qui j'ai eu le plaisir et le profit d'échanger bien des con- 
versations ou de la correspondance. Je remercie également la Fonda- 
tion Rockefeller à qui je dois d’avoir pu poursuivre ces études sans 
préoccupations matérielles, à Rome puis à Berlin. 


CHAPITRE PREMIER. 


PRÉLIMINAIRES. 


I. — Laplacien et intégrales généralisés. 


1. On sait que l'intégrale étendue au domaine (') borné Q plan 


potentiel logarithmique relatif à la densité continue bornée v(P), 


(1) Une fois pour toutes, un domaine sera un ensemble connexe de points 
tous intérieurs; et les intégrales seront prises au sens de Lebesgue. 
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a ; i 5 
admet partout des dérivées partielles premieres continues, qu on 


obtient en dérivant sous le signe ff : moyennant des conditions sup- 


plémentaires pour Y, par exemple continuité des dérivées premières, 


« condition de Hôlder », conditions plus générales de Petrini ('), le 
: A fh a) ia 5 
potentiel admetira des dérivées ee, >= et l'on aura 
hey 


à 


Afin de pouvoir utiliser cette formule de Poisson sans autre hypothèse 
que la continuité pour 4, on peut songer à employer un « laplacien 
généralisé ». Rappelons que, pour des fonctions continues u sur un 
domaine Q, satisfaisant à certaines conditions plus larges que l’exis- 


du du . : PR i 
tence des, =» mais remplies en particulier par les fonctions harmo- 


niques et les potentiels logarithmiques à densité continue sur Q, il est 
possible de définir des opérateurs locaux appelés laplaciens généralisés 
qui déterminent la fonction Au sur Q et jouissent des propriétés sui- 
vantes (*) : 
oa: gt wt ap MS OP Lh eee me 

1° Siu admet des dérivées —; Do le Au coincide avec leur somme 
(laplacien ordinaire), ce qui entraine que pour une fonction harmo- 
nique au sens classique, il existe et soit nul; 

2° Si u, v possèdent ce laplacien généralisé, hu + ke(h, k const.) 


l'admettent et 
A(hu + ke) = h Au + kKAv; 


3° Si u admet un maximum en un point, on aura en ce point Au<o; 
4° La formule de Poisson est valable, c'est-à-dire que si Y(M) est 
| 
(1) Voir Perrin, Acta math., t. 31, 1908, et Journal de Liouville, 1909. Il y 
démontre aussi la validité de la formule de Poisson pour une densité seulement 
continue, avec une définition convenablement étendue du laplacien, mais qui ne 
rentre peut-être pas d’ailleurs dans la classe de celles qu'on va considérer. 


2 D ¥ > ñ # 3 oy . , . U r } . 
(*) Voir le Mémorial des Sciences mathématiques, fasc. XI (Bouligand), 
Pas? 
ae ARRET} 
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continue sur Q 


(x) (ff toe gp YP) dee) = any) 


y étant un cercle complètement intérieur à Q et M intérieur à y. 


Un exemple de tel laplacien est celui de M. Zaremba défini, en pre- 
nant deux axes de coordonnées rectangulaires, par 


lim u(t+h,y)+u(xz—h,y)—au(x,y)+u (4, y +h)+u(x,y—h)—au(x,7y). 
n=0 h? 


Il est évident que les conditions 2° et 3° sont remplies; quant à la pre- 
mière il suffit de savoir que si une fonction ¢(x) admet une dérivée 


. . 6 5 a sie : 
seconde ordinaire aan elle admet aussi une dérivée seconde directe 
Te EN Ce — ht) nr (æ 
lim 22 + 2) + &( ) (x) 

R = h? 


égale à l’autre (!); quant à l’existence de ce laplacien pour le poten- 
tiel logarithmique a densité continue et la condition 4°, assez difficiles 
à établir, je renverrai au Mémoire où M. Zaremba a introduit son 
laplacien généralisé (?). 

Par un raisonnement très simple de M. Zaremba on peut voir que 
tout laplacien généralisé répondant aux conditions précédentes est tel 
que si Av existe et est nul dans un domaine w, u y est harmonique au 
sens classique (*). 

J'ajouterai que si une fonction admet un certain laplacien géné- 
ralisé A,w qui soit continu sur w, tous les laplaciens généralisés 
possibles y existeront et seront égaux au précédent. Cela résulte 
aussitôt du fait que 


1 1 
u(M) + af J wp So¥(P) dor 


(1) Cela résulte aussitôt de Ja formule de Cauchy qui généralise celle des 
accroissements finis (voir pk LA VaLuke Poussin, Cours d'Analyse, t. II, 2° édi- 
tion, 1912, p. 170, ou 6° édition, p. 120). Voir aussi Witkosz, C. R. Acad. Sc., 
t. 174, 1922, p. 435. 

(2) R. di Palermo, t. XIX, 1905, p. 142. 

(3) R. di Palermo, t. XIX, p. 147. Voir aussi Mémorial, XI, pois: 


Ann, Ec. Norm., (3), XLVI. — Mat r1g3r. 21 


102 MARCEL BRELOT. 


est harmonique à l’intérieur du cercle y, lui-même complètement 
intérieur aw. 


2. En vue des applications, on s’assurera d’abord immédiatement, 
par une approximation des fonctions ('), que les formules classiques 
de Green comme : 


es) f [ea Ye) de + f (2 ga = y) ds=o (=) 


sont valables pour des fonctions continues possédant un laplacien géné- 
ralisé continu dans un domaine D, où D est complètement intérieur. 

Dans le même ordre d'idées, étendons la formule classique de trans- 
formation du laplacien par une correspondance conforme (M, M'). 

Si u(M') = u(M) sont douées de dérivées secondes continues au 
voisinage de M,, M,, on sait que dans ce voisinage, A’ désignant le 
laplacien d’une fonction de M’, on a 
(3) A'u'(M')—=Au(M).p(M') 


/ dsi pa : 
où p(M') est le rapport positif et fini Ti, relatif à la transformation 


conforme. 

Je vais montrer, en supposant seulement u(M) continue et douée 
de laplacien généralisé continu au voisinage de M,, que u'(M°,) admettra 
au voisinage de M, un laplacien généralisé continu donné par la for- 
mule précédente (3) (*). 

Au voisinage de M, 


MN) 4 ff log sip Au(P) dap + HM), 
Y 


H(M) étant une fonction harmonique à l’intérieur du petit cercle y de 
centre M,. Posant 


= ff los yp Au >) dap, —-y'(M’) = (M), 


(') Voir ma Note (loc. cit.) R. dei Lincei, vol. XI, 1930, p. 376. 

(?) Il suffit que le contour soit formé d’un nombre fini d’arcs à tangente con- 
tinue, deux quelconques ne pouvant avoir de point commun en dehors des 
extrémités. 

(*) Je vais adpater un raisonnement que m'a communiqué M. Bouligand dans 
le cas plus simple de l’inversion dans |’ espace. 


ek 
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il suffira de prouver que Y’(M') admet tout laplacien généralisé à l’in- 


térieur de i et que 
A’t’(M’) = e(M’).Ay(M). 


MP 


Désignons par 9(M’, P’) le rapport Mp" 


Alors en passant pour |’ intégrale ff du domaine d’intégration y au 


domaine transformé y’, il vient 


v(M)= J fr app LA (P) CP) dae. 


+f [los P’)[Au(P)]p(P’) dep, 


en considérant [Au(P)] comme fonction de P’. 
La démonstration sera achevée si l’on établit que le second terme 


f [toss ow, PTAC&(PIICPN dow 


est une fonction harmonique. Mais cela résultera du fait que log 0(M’, P’) 
est une fonction d’ailleurs symétrique, continue de l’ensemble des 
deux points, et harmonique par rapport à chacun d’eux, même quand 
le point variable vient coincider avec le point fixé. Or d’après la 


relation 


NAT 1 I I 


et la conservation de l’harmonicité par transformation conforme, l’har- 
monicité est évidente quand M’ et P’ sont distincts. On complétera 
aussitôt en utilisant la propriété bien connue et qui remonte à 


 Schwarz (!) qu'une fonction bornée et harmonique au voisinage d’un 


point sauf peut-être en ce point, peut y être définie de façon à y être 
également harmonique. En effet 6¢M’, P’) lorsque M’-> P’ fixé, tend 


(1) Scuwarz, Journal de Crelle, vol. 74, 1872, p. 252. On trouvera plus loin 
(Chap. II, n° 1) une démonstration très simple de MM. Zaremba-Lebesgue. 
D'ailleurs ce théorème rentre dans le « principe des singularités positives » de 


M. Picard (voir plus loin, Chap. II, n° 2). 
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vers Vo(P’) positif et fini. Le théorème est donc établi et dans le cas 


de Vinversion OM.OM' =1 on aura 
I 


COM ee, 
OM’ 
donc : u 
A'u'(M’) = = Au(M) =OM Au(M). 
OM’ 


3. Considérons l’équation plus générale que Au = cu 
(4) Au=F(u; 2, y), 


où le second membre est fonction continue de l’ensemble des trois 
variables, u étant quelconque et le point M(a, y) dans un domaine Q. 
Je dirai que u fonction continue de M sur un domaine w de Q est sur ce 
domaine intégrale (généralisée) de l'équation (4), s'il existe sur © un 
laplacien généralisé Au égal à F(u; æ, y). Alors tous les laplaciens 
répondant aux conditions précitées existeront pour wu et auront même 
valeur sur w; et la fonction 


E(x, = tu (M) =p — aS Jp FP): P) der 


sera harmonique à l’intérieur du cercle y arbitraire complètement inté- 
rieur à w. Réciproquement si wu, continue de M sur w, est telle que, à 
l’intérieur de tout cercle y complètement intérieur à w, E soit har- 
monique,  admettra sur w tous les laplaciens généralisés; et ils 
seront en chaque point égaux à la fonction continue F[u(M); M]. 

Ainsi la définition de l'intégrale généralisée, basée sur l'existence 
d’un laplacien généralisé, coincide avec la suivante : u est intégrale sur w 
st, à l'intérieur de tout cercle y complètement intérieur à w, la fonction E 
est harmonique. 


Observons maintenant que lef f de l’expression E admet partout 


dans w des dérivées premières continues, qui s’obtiennent par déri- 
vation sous le signe ff : Donc toute intégrale de (4) au sens généralisé 


adopté admet des dérivées premières continues. Si maintenant 
F(u; æ, y) admet des dérivées partielles premières continues, on voit 
que toute intégrale de (4) admettra toutes ses dérivées secondes 
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continues; donc elle sera intégrale au sens ordinaire, en entendant par là 
qu'elle a ses dérivées secondes continues et que le laplacien ordinaire 
est égal à F(u; M). Et cela subsisterait d’ailleurs avec des conditions 
sur F plus larges que les précédentes. 

Je donnerai encore une autre définition équivalente, et tres impor- 
tante, de l'intégrale généralisée; il faut et suffit, que sur w, u admette 
des dérivées partielles premières continues et que pour tout cercle +, 
complètement intérieur, on ait 


n 


(5) i St tous ff Eu), M) dow. 
Yo 


. 
circonf, Yo— ext 


Cette condition est nécessaire. Prenons en effet l'expression E relative 
à un cercle y contenant y, ou à y, lui-même; vu l’harmonicité à l’inté- 
rieur, On aura 


— ds — 0; 
an 


d’autre part, par des opérations faciles à justifier (') 


log | ff teem GP), Pda | ds 
= f LL an (ee re) | F(u(P); P) dap 
=—anf f F(u(P);P) dor, | 
Yo à 


> 


d’où la condition annoncée. 
Elle est suffisante car elle entraîne pour l'expression E relative à y 
quelconque, et qui aura des dérivées premières continues, la propriété 


40 
Yo 


(4) On pourra isoler la circonférence y, par un voisinage en couronne, puis 


après des opérations valables dans des conditions ordinaires sous le signe f 


passer à la limite. 
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pour tout cercle y, contenu dans y, en vertu de la dernière égalité. 

Il en résulte, d’après un théorème de Bocher-Kæbe (') que E est 
harmonique à l’intérieur de +. CR OP Ds, 

Ainsi la dernière équation intégrale locale équivaut à l'équation 
prise au sens généralisée; elle est plus générale que l'équation aux 
dérivées partielles prise au sens ordinaire. Nous adoptons ainsi tout à 
fait un point de vue de Bocher sur le remplacement d'équations aux 
dérivées partielles par des équations intégrales (?). J'insiste pour le 
cas de F=cu(c20) sur la signification évidente de l'équation inté- 
grale locale (5) dans l'interprétation calorifique; c’est cette équation (5) 
qui traduit directement le phénomène d’équilibre thermique et c'est 
d’elle qu’on tire, moyennant l'hypothèse supplémentaire des dérivées 
secondes continues de w, hypothèse en fait inutile, l'équation aux 
dérivées partielles prise au sens ordinaire. 


4. Les considérations de ce paragraphe I s’étendent aussitôt au cas 


de l’espace à n >2 dimensions. On remplacera seulement log ap 
I a . . 
par —; et dans la formule de Poisson le coefficient 27 par (n — 2}s, 
M 


s, étant la surface de la sphère unité. Toute fois en ce qui concerne la 
transformation du laplacien par transformation conforme, ce qui pré- 
cède ne peut s'étendre que pour le cas de la similitude; mais pour 
l’enversion, on peut établir la transformation de Lord Kelvin 


OM.OM'=1,, e'(M)= — 


Last rr I ; 
om’ &(M), A's MR La, 


par une démonstration, de principe analogue à celle donnée plus haut, 
un peu plus simple, et qui m'avait été communiquée par M. Bouligand. 


+ 


(1) Si, sur un domaine, une fonction (uw) possède des dérivées premières 
continues et satisfait pour toute circonférence y à la condition / ade ds =0, o est 
dn ue 


noue (voir Due et démonstration dans l'Ouvrage de M. KeLLoG, 
oundations of Potential Theory (Berlin, 1929), p. 227). 
(*) Voir par exemple Evans, The Cambridge Colloquium, 1916, p. 75. 
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IT. — Propriétés d’impossibilité de certains extrema des intégrales 
et conséquences immédiates. 


5. On connaît depuis longtemps des propriétés de cette nature pour 
les intégrales d’équations de type elliptique, avec des coefficients soit 
analytiques (Picard), soit seulement continus (Paraf) ('). Prenons par 
exemple l'équation Au = cu où c est continu sur un domaine w. En 
supposant c > 0, M. Paraf montre l'impossibilité pour une intégrale 
(et le raisonnement vaut au sens généralisé de l'intégrale) d’avoir un 
maximum en un point M, de w où elle est positive; il suffit de voir 
que Au doit être So en ce point tandis que cu y est >o. On voit le 
rôle essentiel des hypothèses c > o, u(M,) > 0; et pourtant le résultat 
subsiste sous les hypothèses c20, u(M,)20, le cas u = const. étant 
excepté. M. Lichtenstein a fait dans cet ordre d’idées et pour des équa- 
tions plus générales, des remarques qui lui ont permis d’étendre des 

travaux de M. Picard basés sur les seuls théorèmes de Paraf. Mais il a 
toujours pris d’ailleurs le laplacien dans son sens classique. 

Rappelons et précisons quelques théorèmes d’impossibité d’extrema 
valables dans l’espace à n dimensions (?). 


6. Considérons l'équation 
(6) Au — cu + f (c2 0), 


où les fonctions c et fsont continues sur un domaine w, c étant essen- 
tiellement 20. 

Pour toute intégrale généralisée i y a impossibilité d’un mact- 
mum >> 0 en un point M, dans le voisinage duquel : 1° u n’est pas 
constante; 2° f>0o; ou bien d’un minimum <o en changeant la condi- 


(2) Voir Prcarn, Journal de l'École Polytechnique, 1890, et Traité d'Ana- 
lyse, t. II, Chap. I, § LIT. 

(2) Au cours de l'impression, je ne puis que signaler, suivant l’aimable indi- 
cation de M. E. Schmidt, la Note récente et très simple sur ce sujet de 
M. E. Horr [ Sits. der Pr. Ak, der W. (1927)]. Elementare Bemerkungen.... 


F 


> 


o> “ek A LP TN EE) 


| frontière x, en chaque point, une valeur nulle ou d’un signe déter- 


el y avoir + maximum 1 > 0 où tee minim m de se 


_ trouver un point où cette propriété existerait et pour quel u ne 


pas constante au voisinage. Ainsi, hors le cas u = const. 
u n’atteint pas sur w sa borne supérieure si “celle-ci est > 0, où 8 sa 


e 


_ borne inférieure sicelle-ciest<o. 8 mis Oe ra 
Par suite si wu considérée sur un domaine bare Gens (?) sur lace 


oa iho 


miné, u sera nulle ou de ce signe sur Q; et si elle prend en chaque à = 
point de © une valeur de module <p, on aura sur Q lu|s th et. 
même | a| y si u n’est pas constante sur Q. 

En conséquence il ne peut y avoir deux intégrales distinctes de (6) 
ou (7) prenant la même valeur déterminée finie en tout point de la 
frontière d’un domaine borné considéré. 


Considérons maintenant sur Q les fonctions continues u,, u,telles que: ‘ 
10 An Grits (c,20) ae ie 
Au eau, (ea) (CSC: C1, © continues sur Q); À 


2° u,, UW, prennent en tout point de la frontière © des valeurs finies 


satisfaisant à 
u,20 et Us Uj. 


Sous ces conditions on aura sur Q 
u,20 | et Us < uy. 

GE ED TS RU PE ER À CRE EE aes Oe Lahn SR ne nn ea 

(*) J'en ai donné une démonstration dans une Note des Zincei (vol. XI, 1930. 
p- 373), puis dans la Note de l’/st. Lombardo (logs cit.); je me suis apercu 
ensuite qu'elle était la particularisation de celle qu'avait faite M. Lichtenstein 
pour l'équation linéaire générale (Encyklopädie, loc. cit., p. 1309, Fussnote 73 ). 

La même démonstration fournirait des propriétés “bee pour l'équation 
Au—F(u, M}. 

(*) Dire que w définie sur un domaine prend une valeur À (sous-entendue 
« déterminée ») en un point M, de la frontière, c’est-à-dire que uw — À quand M, 
sur le domaine, tend de façon arbitraire vers Mo, c’est-à-dire quand MM,-> 0. 
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En effet, l'impossibilité d’un minimum <o pour u, impose 
bien u,20; mais alors 


A(u— Us) =¢,(u,— uy) +(ci— ce): où (Ci — Cy) U,S0, 


et l'impossibilité d’un minimum < o pour u, — u, impose bien w,<u,. 
Par suite, si l’on remplace la condition 2° par celle qu’à la frontière 


u,20 et lu | Su, 


ces inégalités vaudront aussi à l’intérieur. 


7. On verra que le théorème précédent s’étend en remplaçant 
Kip Cols par Au, — cu + f avec f<o, 


et cela permet de compléter l'énoncé initial du n° 6; en montrant sous 
les mêmes conditions la même impossibilité pour un maximum nul, ou 
ce qui revient au même, que pour toute intégrale (généralisée) 
de Au = cu + f (c20), ul y a impossibilité d'un minimum nul en tout 
point M, dans le voisinage duquel u n'est pas partout nul et f est <o (*). 

Soulignons l'impossibilité d’un extremum nul pour toute intégrale 

(u =o excepté) de l'équation homogène (7) et complétons les énoncés 
de la fin du n° 6. 

Une intégrale 20 sur un domaine est partout nulle ou partout > 0, 
sinon on pourrait trouver un point où elle aurait un minimum nul 
sans être nulle au voisinage. 

Donc si une intégrale sur un domaine prend une valeur déter- 
minée 2 o en tout point de la frontière, elle sera positive en tout point 
du domaine, dès qu’elle ne sera pas nulle sur toute la frontière. 

Dans le dernier énoncé du n° 6 supposons u, non partout nulle sur Ë, 
done >o sur Q. Alors, si l’égalité u,— u, a lieu en un point du 
domaine, elle aura lieu partout et d’après l’équation 


A(u,— u,) =o (%,— uy) + (Ci — cu, 


(1) J’en ai donné une démonstration (/t. Ist. Lomb., loc. cit., n°4). M. Lich- 

du 

dy 

par une méthode toute diflérente valable sans hypothèse sur le signe de c 
(R. di Palermo, t. 33, 1912, p. 210). 

Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — Mar 1931. 


tenstein avait déjà indiqué la propriété pour l'équation Au + a ae b — — cu, 


22 


Ae ON QE ET 
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on aura c,c, sur Q. En conséquence i suffira qu’en un seul point 
de Z on ait uw, << u, ou bien qu’en un point du domaine on ait ¢, < €2 
pour que en tout point du domaine u, <u. 
Observons encore pour la suite que, sans hypothèse à la frontière, 
sous les conditions 
RES OSes (et non c,=c,), . 
O<UsS U; 


alors, si l’un de u,, u, est > 0, on aura partout u, << u,. 


III. — Le problème de Dirichlet relatif à l'équation 
(7) Au == cu (c20). 


Quelques propriétés de la solution. Fonction de Green généralisée. 


8. Le problème de Dirichlet classique @ pour un domaine borné Q 
de frontière & consiste à trouver une fonction harmonique sur Q et 
qui prenne des valeurs données en distribution continue sur Ë. 

On a un problème plus général (@.) en remplaçant la condition 
d’harmonicité par la condition (7), c étant 20 et continue sur le 
domaine. De même que pour le premier, il n’y a pas toujours de solu- 
tion sous les seules hypothèses faites; mais nous savons d’après le 
n° 6 qu'il ne saurait y avoir deux solutions distinctes. 

Restreignons les hypothèses pour avoir dès maintenant un cas: 
simple où il y ait une solution. Nous prendrons, comme domaine, un 
domaine borné pour lequel le problème de Dirichlet harmonique soit 
possible, quelle que soit la distribution continue donnée sur E ou, 
comme nous dirons, un domaine (de type) D,; il jouit de la propriété 
suivante, conséquence de travaux modernes sur le problème de Diri- 
chlet : ôtons-en un domaine fermé complètement intérieur et d’exté- 
rieur connexe tel que, si on le supprime d’un cercle (ou sphère)oùil est 
complètement intérieur, il reste un domaine D,; alors il restera aussi 
un domaine D, dans l'opération proposée. 

Supposons d’autre part sur c(M) qu'il soit borné sur le domaine 
considéré Q. Alors h(M) étant la solution harmonique pour une dis- 
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tribution donnée sur 2, et G(M, P) la fonction de Green de Q('), la 
recherche d’une solution u du problème (@,) équivaut à la résolution 
de l’équation du type de Fredholm, 


(8) u(M)+ sf fom P) e(P) u(P) dop== h(M) 


(cas du plan mais équation analogue pour l’espace) où w est continue 
et bornée. 

Je renvoie pour cela à l’Ouvrage de M. Picard (p. 129) dont les 
raisonnements peuvent s'étendre aussitôt avec les hypothèses que 
nous avons adoptées. 

Remarquons que l'équation sans second membre ne peut avoir de 
solution non nulle; sinon ce serait une solution du problème de 
Dirichlet non nulle partout mais nulle à la frontière. Il en résulte que 
la théorie de Fredholm dont on sait maintenant que les théorèmes 
fondamentaux sont valables pour (8) et nos hypothèses, fournit une 
solution du probleme. Il suffirait d’ailleurs d'utiliser cette théorie 
lorsque Q est un quadrillage (ou polycubique) car un passage à la 
limite permet de passer de la au cas général. 


9. D’ailleurs on peut se passer de la théorie de Fredholm et traiter 
le problème précédent par des méthodes antérieures au développe- 
ment de la théorie des équations intégrales. Je renvoie à leur exposé 
au Chapitre IX de l’Ouvrage de M. Picard. Une première méthode due 


(‘) Voir, pour ses propriétés, l'Ouvrage de M. Picard (Chap. VIII) et pour 
le théorème de symétrie, l'Ouvrage de M. Kellog-(p. 238). Soit 


G— log UE — (M, P) (ou ae — a). 


Je souligne pour w(M, P)[M(a,-7); P(E, y)] que les dérivées de tous ordres 
en æ, y sont continues de (M, P) pour P sur le domaine fermé et M au voisinage 
de tout point intérieur; d’après cela, 4 étant continue et bornée sur &, on 


pourra dériver. sous le signe [J l'expression [ foo, P)U(P) dep; d’où 
Q 


résulte ’harmonicité de cette expression. 


= a M. Picard (: D consiste à 
réussisse un de ré 


150] Ne est Nee ee difficultés ere la géné- Fe 
ralité du domaine disparaissant parce qu’on raisonne toujours sur she + 
domaine proposé; et c’est sur l’équation qu’on fait des modifications | 
successives par l'introduction d'un paramétre(*). 
Ainsi, sans la théorie de Fredholm, on peut établir la résolubilité du 


: ae ELA _ problème @. pour l’équation (7) et un domaine Dj» ¢ étant supposé ti : x 
= borné et quelle que soit la distribution continue donnée. Étudions la ih a 


solution de ce problème. | | | i 


4 10. A une combinaison linéaire homogène de deux distributions oe 
sur la frontière X, correspond la solution obtenue par la même com- _ oe 

BS binaison des solutions. Autrement dit a solution est une one | | 

> linéaire de la distribution donnée. 


< à (1) Acta math., t. 12, 1888, où est le premier des nombreux travaux de 
D : M. Picard sur les at du Fire ordre. Schwarz avait bien étudié aupara- 
fi vant (Acta Soc. Foen., t. 15) Péquation Au = cu, mais pour c < 0. 
oss. (*) Cette extension ae c>o en c20 est immédiate pour le lemme fonda- 
* mental (loc. cit., p. 139) relatif à un domaine à deux contours au moins. Avec 
ne . une seule courbe limitante, le lemme n’est plus exact pour le cas harmonique; 
i | mais M. Picard a fait remarquer qu’il l’est dans le cas c > 0 (p. 145). Grâce 
à aux n® 6 et 7, on verra que cela s'étend à l'hypothèse où c est >o et non par- 
; . tout nul sur le domaine, 
; (*) Méthode de prolongement analytique donnée pour un type d’équation 
7 plus général non linéaire, par M. Le Roy dans sa Thèse (Annales de l'École 
ne Normale, 1. 14, 1897, p. 452-462). 
k (*) On peut poursuivre ce genre d'extension des travaux de M. Picard; ainsi 
à dans l’étude de Au —F(u; æ, y) (Chap. IX, SIL) on peut remplacer l’hypo- 
thèse fondamentale F}, > 0 par F,, > o tout comme dans le cas F— cu; de même 
au Chapitre X aussi bien pour les problèmes plans que gauches, on peut changer 
l'hypothèse c > 0 en c20, à condition seulement que, pour les problèmes sans 
solution harmonique, c ne soit pas partout nul. 
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Elle est 20 si celle-ci >0 et même alors soit partout nulle, soit par- 
tout >o (voir § Il). Toute distribution peut être considérée avec 
grand arbitraire comme la différence de deux distributions >o; de 
sorte que toute solution est, soit > o, soit la différence de deux solu- 
tions > 0, ce qui sera utilisé très souvent. On sait d’après le para- 
graphe II comparer deux solutions >> o relativement aux distributions 
données, et aussi aux fonctions c. 

On voit aussitôt que si une distribution varie infiniment peu, il en 
est de même de la solution, puisque le module de la différence de 
deux solutions est au plus égale à son maximum sur Z. Autrement 
dit en prenant comme « distance » de deux distributions le maximum 
du module de la différence en un point, la solution est une fonction- 
nelle continue de la distribution, et cela uniformément sur le domaine, 
avec uniformité encore par rapport à c. 

C'est aussi une fonctionnelle continue du coefficient c, uniformé- 
ment sur le domaine, même, dans le cas du plan, en prenant comme 


« distance » de deux fonctions c, c, et c, la CAE He f 4 (ce, — ci) do. 
Q 


Fixons une distribution donnée quelconque de module maximum y. 
Soient u,, u, les solutions correspondant à c, et c,. La diffé- 
rence uw, — uv, s’annule sur la frontière et satisfait à 


A(u,— U,) = C,(U,— Us) + (Ci — Ce) Us. 
Comparons-la avec la fonction 2 0 


pa ff wl(c(P)—e(P)| G(M, P) der 
Q 


nulle sur &, intégrale de 
Ar——|c—cl|p. 
On voit que 


A(u,— u,— 9) = ¢;, (@,— = 9) + 6,94 (C,— Cy) 42+ |e — O/B, 


et comme 
(Ci — Cy) Uy + [C,— C,| 20; 


donc 
C10 +.(€,— Cu; + | Cy— Ca | p20, 
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la fonction u, — u, —¢ nulle sur X ne peut prendre de valeurs >o 
sur Q sinon elle admettrait en un point un maximum >o0 sans être 
constante au voisinage. Donc | 

uy, — Uy—V<O. 


« 


En considérant de la même façon uw, — u, — 9, il viendrait 


Us— U,— PSO. 


Donc 
|u,— u,|Se. 
ou 
(9) quels À ff )e(P) —en(P)|G(M, Pa, 


et, par suite, d’aprés une inégalité de Schwarz bien connue, 


eus Et) f ÉLGOM, Pyp der / f flee) —ex(P) dow: 


et comme { { [G(M, P)]? do, est une fonction de M bornée sur Q ('), 
Q 


x 


on conclut à la formule très importante, pour la variation ow corres- 
pondant à ôc, 


(10) Su l£AA/ J [ @orae (A> 0), 


où A ne dépendant que du domaine et la distribution sur Z mais pas 
de c, est même le produit d’une constante attachée au domaine par la 
borne y. de la distribution. 

Cette formule (10) est plus précise que la continuité annoncée : on 
en déduit 


(10’) | du | < B max | dc |, 


ou B est une constante analogue a A. 


(*) En considérant le cercle de centre un point quelconque de Q et de rayon 
égal au diamètre D de Q, on voit qu'une limite supérieure de l'expression 


D ER 
)\? ie 
est r (log ; dr. D'ailleurs Vexpression est continue de M sur X et, en rai- 
0 


sonnant comme pour [fe do, on verrait qu'elle s’annule sur à. 
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Cela se déduit directement d'ailleurs de (9) et démontre la conti- 
nuité de la fonctionnelle quand on prend comme distance de deux c, 
max |éc|, ce qui est bien moins général que le premier énoncé. 

Lorsqu'on impose à c d’être borné par un nombre K, on peut établir la 
continuité de la fonctionnelle uw de c, encore uniformément sur le 
domaine, dans un sens plus étendu que les précédents, en prenant 


comme « distance » de deux c, ian éc| do, c’est-à-dire que 
Q 
(10") |du|—>o avec f | dc | do. 
Q 


Cela se déduit facilement de la formule (g) en isolant le point M infini 
de G pour l’intégration; et l’on voit que cette propriété de continuité 


entraine celle qui correspond ala distance VAUX dc |? do, mais avec 


les c bornés; il suffit de remarquer que 


f fers / f nc 


Montrons enfin que, pour une distribution donnée, lorsque c tend uni- 
formément vers + «, la solution tend vers zéro uniformément sur tout 
domaine complètement intérieur. Il suffit de le voir pour une distribu- 
tion >o et un coefficient c — const. # > 0. 

Mais alors d’après l'équation 


u + =f id P)u(P)dop=h(M) 
[ot A(M) est la solution harmonique fixe 2 0 ], 


kf (cca, P) uP) aes 
v Q 


[ [ Gam Pru(P) der +0 avec - 
JQ is 


Il en résulte que par tout domaine w éomplètement intérieur, 


[feb de +0 avec + 
wo 


est borné, donc 
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(c’est-à-dire que, sur , u tend vers zéro en moyenne). Montrons 
que u + o en tout point. Si en effet u(M,) restait supérieur à ¢ > o, il 
en serait de mème de la valeur moyenne sur toute circonférence y de 
centre M, puisque cette valeur moyenne est la valeur en M, de la fonc- 
tion harmonique à l’intérieur de y et prenant sur y les mêmes valeurs 
que w; on en déduirait bien aisément que la valeur moyenne dans 
l'aire d'un cercle de centre M, resterait supérieure à e quand # > + ce. 
D'où la contradiction. Ainsi 4 + o en tout point avec 7 Et comme 


u décroit quand # croit, il résulte d’un théorème aisé de Dini (*) que 
# I tad ’ 2 * 
u tendra vers zéro avec ; uniformément sur tout domaine complètement 
; À 


intérieur à Q. 


41. Parlons maintenant de l'allure des dérivées premiéres de la solu- 
tion au voisinage de la frontière x. | 

Prenons d’abord (dans le plan) le cas simple d’une portion de & 
formée d’un arc analytique sur lequel la solution prend des valeurs en 
succession analytique. On peut alors prolonger la fonction à travers 
l'arc de telle sorte qu'il y ait des dérivées premières continues au voist- 
nage bilatéral; c'est ce qu’établit un raisonnement très simple de 
M. Picard (?) à l’aide d’une transformation conforme. 

Mais on peut aller beaucoup plus loin en utilisant des résultats tout 
à fait récents sur lesquels M. Lichtenstein a eu l’amabilité de me 


mettre au courant. 


Tout d’abord rappelons un théorème de Dini (*) : Considérons sur 


un domaine borné Q une fonction 4(P) bornée, et continue (ou 
même simplement intégrable). Le potentiel 


V(P)= ff tog wp Y(P) der 


admet des dérivées premiéres partout continues et qui, dans toute 


(') Si sur un domaine borné fermé, une suite de fonctions continues est en 
chaque point non croissante et tendant vers zéro, il y a convergence uniforme 
vers zéro. Démonstration facile par l'absurde. 

(*) Journal de Liouville, 1900, p. 130-132. 

(*) Acta. math., t. 25, 1902, p. 191-197. 
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région bornée du plan satisfont à une condition de Holder 


OV OV REA 
ae Sr ne <A M,M, (A, À constantes > o, À arbitraire <1). 


(ou 4) (ou y) 


On verra aisément que sur un arc de courbe possédant une cour- 


bure (finie) continue, V admet une dérivée tangentielle =. qui satis- 
fait à une condition de Hôlder avec le méme exposant À. 

Considérons maintenant une courbe de Jordan simple à courbure 
finie et continue, et, sur elle, une distribution de valeurs, continue et 
admettant sur une portion 28 de la courbe une dérivée par rapport a 
lare s satisfaisant à une condition de Holder avec un certain expo- 
sant À. Il résulte d'un Mémoire récent de M. J. Schauder (') que la 
solution W du problème de Dirichlet classique harmonique admet 
des dérivées premières qui prennent des valeurs finies déterminées en 
tout point de «3 (extrémités exclues) avec continuité sur l'arc. En 
tout point de 28 (extrémités exclues), il y aura donc une dérivée de W 
dans toute direction non tangente (?); en particulier il y aura une 
dérivée normale continue de s qui sera la limite, d’ailleurs avec uni- 
formité sur tout are complètement intérieur à 48, de la dérivée dans 
la même direction, en un point infiniment voisin sur la normale. 

Revenons maintenant à la solution w de notre problème, intégrale 
de (7) et supposons qu'une portion de la frontière soit un arc ab à cour- 
bure ( finite) continue et que la distribution donnée sur cet arc admette 


PATES 
sur tout arc «, 8, complètement intérieur, une dérivée de la longueur s de 


(2) Math. Zeitschrift, 1931. Bd 33, Potential-theoretische Untersuchungen, 
S. 602-640, M. Schauder se place dans l’espace à trois dimensions, mais tout 
s'applique immédiatement au cas du plan. Il étudie d’abord le potentiel de 
double couche, puis, grâce à une équation de Fredholm, passe au problème de 
Dirichlet. Voir aussi Licutenstein. Berichte der Sich. Ak. der W. T2 (1931), 
Ueber einige Hilfsätse der Potentialtheorte. 

Je suppose dans le texte qu'il y a une courbure finie continue; on peut être 
un peu plus général en introduisant une condition de Hélder pour la tangente. 

(2) Cela résulte de la formule des accroissements finis qui ne suppose l’exis- 
tence de la dérivée qu'à l'intérieur de l'intervalle. On en déduit que si la dérivée 
a une limite à une extrémité, elle existe en ce point et est égale à cette limite. 


Ann. Ec. Norm., (3), XLVIIL — Juin 1931. 23 


~~ FT FRS Lots 


Pee 
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l'arc qui satisfasse à une condition du type de Holder. Alors, on peut 
affirmer que les dérivées 5 Premieres deu prendront des valeurs déterminées 


finies en tout point de 48 (extrémités exclues) avec continuité au voi- 
sinage, d'où il suit, comme plus haut, les propriétés de dérivation à la 
fapitiars: en particulier pour la direction normale. 

En effet joignons deux points %, 5, intérieurs a 48 par un arc tracé 


sur le domaine, de façon à former avec a, By de la frontière, une 
Le s . s à . 
courbe simple de Jordan A courbure continue. Si 2 est le domaine 


délimité, 
u + sf Prose (P)u(P) dap 


est harmonique sur é et prend sur F des valeurs formant une distribu- 
tion continue; mais celle-ci, d’après le théorème de Dini, admettra le 


CAES DS , . . « ENT 
long de «3, une dérivée en s satisfaisant à une condition de Holder 
(l'exposant étant le plus petit des deux qui correspondent aux valeurs 


. ‘ I . , 1 
prises respectivement par wu et par A Mais alors, d’après les 


résultats de M. Schauder, cette fonction harmonique et par suite 
u admettront des dérivées sur 2, prenant des valeurs en tout point 
de 4,5, (extrémités exclues) avec continuité. D'où le théorème 
annoncé. 

Il nous sera particulisremtent utile de connaitre l'existence d’une 
dérivée normale définie directement sur la frontière et de savoir qu’elle 
est égale à la limite de la dérivée dans le sens de la normale en 
un point intérieur voisin, ceci ayant lieu uniformément sur tout arc 


complètement intérieur à 48. Utilisons cela dès maintenant : suppo- 
sons la frontière Z formée d’un nombre fini de courbes de Jordan 
simples sans point commun, à courbure continue et supposons aussi 
que la distribution sur X admette une dérivée en s satisfaisant à une 
condition de Hôlder. Tracons alors des courbes parallèles à celles de 
la frontière, sur l'intérieur de Q et à la distance ¢ assez petite. On 
délimite ainsi un domaine Q. de frontière ¥. et l’on aura 


; wen 17: à 
ee Au do +- ik 5 aS=0 ou | je AE ll cu do. 
OQ, Rag heals yim” JO 


pu 
Pr 
NE et 
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En faisant tendre ¢ vers zéro, il vient alors 


du 
== | [où do. 
Din Q 


Donnons un cas d'application important du théorème fondamental 
sur les dérivées à la frontière. Supposons qu’on trace sur un domaine 
d'existence w de l'intégrale u de (1) un arc à courbure continue. 
Comme 


Teen en I 
?. wr Sf J 108 xp CP) CP) der 


est harmonique sur «, elle prendra sur l’arc considéré des valeurs 
formant une distribution douée de dérivées secondes continues de 


l'arc s; d'autre part la fonction ff prend le long de l’arc des 
27 O 


valeurs dont la distribution admet une dérivée en s satisfaisant à une 
condition de Hôlder (théorème de Dini); donc w jouira de la même 
propriété. Par suite toute fonction continue sur l'arc et l'un des voist- 
nages, prenant sur l’arc les valeurs de u, enfin intégrale de (7) sur le 
voisinage considéré (arc exclu), joutra le long de l'arc des propriétés 
de dérivation expliquées. 

On pourrait développer toute cette étude et considérer par exemple 
la dérivée normale comme fonctionnelle de la distribution et de c(M); 
je m’en tiendrai à ajouter le théorème suivant : 

Considérons une solution de notre problème de Dirichlet généralisé 
pour une distribution 20, non partout nulle, mais nulle sur une por- 


ON <a A . . 
tion de la frontière formant un arc «5 à courbure continue. Je vais 


montrer que le long de 28, la dérivée normale (donc aussi la dérivée 
vers l’intérieur dans toute direction non tangente) est positive. 

Il est évident qu’elle est 20. Montrons qu'elle est >o en tout 
point P de l’arc (extrémités exclues). Je vais me ramener à un cas 
simple en faisant des transformations qui ne pourront que diminuer la 
valeur de cette dérivée normale parce qu’elles diminueront l'intégrale. 
D'abord on se ramènera au cas de c=/ const. > 0. Cela fait, prenons 


sur la normale en P un point P, de Q, assez voisin de P pour que PP, soit 
le minimum de la distance de P, à Let tracons deux cercles de centre P,, 
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l’un y, de rayon inférieur à P,P, l’autre y, assez grand pour con- 
tenir Q. Soit » le minimum, qui est >0, de notre intégrale sur le 
contour de y,. Il suffira de prouver que la solution ¢ du problème de 
Dirichlet pour (Q — y,) la valeur o sur E, la valeur yp. sur la circonfé- 
rence y,, enfin pour l'équation Av = ke, admet le long de af une 
dérivée normale positive. Or soit ¢, la solution du probléme*de Diri- 
chlet pour la même équation, la couronne (+,, Y2), la valeur p. sur y, 
et la valeur o sur y,. On voit aisément que ¢, est fonction de P,M seul 
et fonction décroissante (') de sorte que le maximum de +, sur È est 
atteint au point P. Soit s, la solution du problème de Dirichlet pour la 
même équation, le domaine (Q—+,), les valeurs de ¢, sur Yet la 
valeur o sur la circonférence y,. On a sur (Q—y,): °=¢,—¢y. Or 
le maximum de ¢, étant atteint en P, la dérivée normale de +, en P 
sera <o; d’autre part, vu la décroissance de ¢, fonction de (P,M), la 


dérivée en P de ¢, dans le sens PP, sera positive. D'où le théorème 
annoncé pour ¢ et l'intégrale w initiale (?). 

Sous une autre forme: c(M) étant continu et borné sur un domaine, 
voisinage (d’un certain côté) d’un arc à courbure continue, toute inté- 
grale de (7), positive sur ce domaine et s’annulant sur l'arc, admet le 
long de Vare une dérivée normale positive. 


12. Nous dirons qu'une intégrale u(a, y) sur w, de l'équation 
(5) An —cu, c20 


admet en O de w une singularité logarithmique de valeur A, si u est 


intégrale sur (w — O) et de la forme A log oa + (x, y), où ¢ est tel 


5 coe 
que ——— — 0 avec OM. 


log OM 


On peut se poser le problèmede la détermination d’une intégrale 
de (7) ayant en O une singularité de valeur donnée et prenant les 


RER ER RE LOUER PO PR tack ee MR ER EME A Sg ne UE 
(') En effet, si y, est un cercle concentrique compris entre y, et yo, la valeur 
de , en un point intérieur à la couronne (Yor Zz) est inférieure à la valeur sur 
la circonférence Ve 
(*) Je me suis inspiré un peu ici d’un raisonnement de M. Lichtenstein 
(Voir Math. Zeitschrift, 1921, Bd 11, p. 319). 
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valeurs d’une distribution donnée continue sur la frontière © d’un 
domaine 2 du type D; (contenant O) et sur lequel c est continu et 
borné. C'est le problème de Dirichlet généralisé avec une singularité 
logarithmique. 

La méthode d’approximations successives de M. Picard (Ouvr., loc. 
cit., p. 179-186) (') établit l’existence d’une telle intégrale avec un ¢ 
admettant des dérivées premières continues en O, lorsque c est assez 
petit ou que dans la région de continuité de c, on prend un Q entou- 
rant O de mesure assez petite. La méthode s'applique même à unc de 
signe quelconque. C’est au fond l'intégration d’une équation de Fred- 
holm dans un cas particulier. Mais on peut, grâce à la théorie de 
Fredholm, résoudre très simplement le problème proposé en montrant 
l'existence et l’unicité de la solution (*) et l’on voit même que + admet 
des dérivées premières continues en O; l’unicité entraine que la diffé- 
rence de deux intégrales admettant en O une singularité logarithmique 
de même valeur puisse être définie en O de façon à être intégrale sans 
singularité. 

du 


Quant au flux | 7, ds à travers une circonférence y de centre O, 
yint 


il tend vers 27 A quand y se réduit a O; cela peut s'étendre à une 
courbe quelconque. Ajoutons que si (M) est continue au voisinage 
de O, 


Ae DM) SE dsy> 2r AY(0). 
cire. Yint ‘ 


Quant à la solution du probleme comme fonctionnelle des données, 


indiquons que pour une distribution 20 et A 0, la solution, >o, 


(!) L'indication de ce procédé remonte à une Note de M. Picard (Comptes 
rendus, t. 130, 1900, p. 1502), qui avait déja auparavant (Comptes rendus, 
t. 112, 1891, p. 686) abordé l'étude des singularités ponctuelles des intégrales 
d'équations du type elliptique. Ce sont les premiers travaux sur le sujet. 
Plusieurs auteurs s’en occupèrent ensuite (Picard, Hedrick, Holmgren, Hilbert, 
Hadamard) pour des équations de types divers, généralement à coefficients 
analytiques. Enfin en 1907, E.-E. Levi (R. di. Palermo, 1907) a traité le pro- 
blème dans le cas le plus général pour l'équation elliptique à 7 variables, en 
se ramenant à une équation de Fredholm. 

(2) Voir À. Ist. Lombardo, loc. cit., n° 15. 
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diminue partout dès que A diminue ou que c augmente quelque part; 
et l'on pourra aussi étendre les formules (10), (10’), (10") ('). 

On appelle fonction de Green généralisée G.(M, P) relative au 
domaine Q de type D,, l'intégrale de (7) s’annulant à la frontière et 
admettant au point P la singnlarite logarithmique de valeur + 1. Elle 
existe et est unique et l’on peut démontrer qu'elle est symétrique (?) 
en M, P. Elle est partout > 0, et si une portion de la frontière est un 
arc à courbure continue les dérivées y prendront des valeurs finies 


| AR ART Te ve dG. 
déterminées avec continuité (voir n° 11); la dérivée normale VE à 


sera > 0. 

Considérons un domaine Q limité par un certain nombre fini 
de courbes de Jordan sans points communs à courbure continue : et 
d’autre part une distribution continue (sur le contour È£) possédant 
une dérivée en s (arc) vérifiant une condition de Holder. Seit u la 
solution du problème (@.) correspondant. Tracons des courbes 
parallèles aux courbes limitantes de Ë, à l’intérieur de Q et à la dis- 
tance e assez petite. On obtient ainsi un domaine Q. de contour EX. qui 
contient le point P de Q choisi à l’avance arbitrairement. Isolons P 
par un petit cercle y de centre P et appliquons la formule de Green (2) 
au domaine (2. — y) et aux fonctions u et G.(M, P). Il vient 


dG, du dG. Eye 
ds ( orem (Ex i) dsy =f" (e este G. Tn) a 


ce qui donne en réduisant y au point O 


TAN gh Yom =f («Fe — 6.5) din 
2T JE int du dn 


(1) On se ramène au cas d’une distribution nulle et de A —+ 1. On reprendra 
alors le raisonnement du n° 10, en remplaçant dans l'expression de la fonction 
auxiliaire #, la constante 2 par la fonction G(O, P). 


D'autre part, je signale pour tout cela la possibilité d'introduire de même un 
nombre fine de singularités. 


(*) On le démontrera d'abord dans le cas d’une frontière formée d’un nombre 
fini de courbes de Jordan sans points communs et à courbure continue. On passe 
ensuite à la limite au moyen d’une suite de tels domaines Q, tendant vers le 
domaine général proposé @, parce que la fonction G, relative à G, tend vers celle 
qui est relative à @ (Voir R. Ist, Lombardo, loc. cit., § IT), 
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Faisons tendre € vers O; il vient d’après les propriétés des dérivées 
normales 


I ) dG. 
(11) WP) =e fw M) eden 


Et il est immédiat que cette formule s’étend au cas d’une distribution 
continue quelconque sur &. On peut en effet approcher d’aussi peu 
qu'on veut les deux membres de l’égalité à établir par deux quantités 
égales; il suffit d'approcher de moins de & arbitraire > o la distribu- 
tion continue donnée par une autre satisfaisant aux conditions sous 
lesquelles la formule (11) a été établie et d'y appliquer cette formule. 


13. Il y a à signaler des différences assez importantes dans l’exten- 
sion de ce qui précède au cas de l’espace à n dimensions. D'abord au 
n° 10, si les formules (9), (10’), (10”) s'étendent, le raisonnement 
qui fait passer de (9) à (10) est encore valable pour n = 3, mais pas 
au delà (224) parce que {{6a, P)[? do, est infini dès que n24; 

Q 


ainsi la formule (10) est encore valable pour n= 3; mais il n’y a même 
plus continuité uniforme sur Q, de la fonctionnelle uw de c, quand on 


prend i/ [Coy do comme distance de deux c, dès que n24('). 
Q 


Les développements du n° 11 peuvent s’étendre, étant mis à part le 
raisonnement mentionné de M. Picard, en prenant des surfaces dont les 


-deux courbures sont continues. Il faut au contraire reprendre le n° 12. 


On dira qu’une intégrale de (7) admet en O une singularité élémen- 


(‘) On raisonnera par l'absurde en partant d’une solution wv correspondant a 
un certain € et par exemple positive au voisinage d’un point M,. On fera aug- 


menter c en ce voisinage, de dc tel que Vf 6.)? ds soit arbitrairement petit, 
I 

(n = 2) 

‘de M, et l’on fera apparaître la contradiction en montrant qu’on peut choisir 4, de 


et l’on considérera wu + Geu da = h; uw restera >0 au voisinage 


I ; NT: à 
façon que i= -dcda soit arbitrairement grand en méme temps que 
Mr 


f (ey do soit arbitrairement petit. 
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taire de valeur A, si elle est intégrale sur le voisinage (w — O) et dela 


forme À, ++, (n>2) où ¢ est tel que : — o avec OM, 


MR 
OM 
Posons-nous le méme probléme que plus haut. 

Dans l’espace à trois dimensions, on pourra utiliser la méthode de 
M. Picard ou le raisonnement simple auquel on a renvoyé et qui con- 
duit à l’intégration d’une équation de Fredholm; ¢ admettra encore 
des dérivées premieres continues en O. 

Mais les raisonnements ne peuvent plus s’étendre au cas den > 3, 


car l'intégrale {me ae do, est une fonction de M de l’ordre (‘) 


I 
de OM 
l’on s’assurera que ¢ n’est plus nécessairement borné pour n > 3, en 
étudiant le cas de Au — ku (k = const.) et les intégrales fonctions 
de r= OM seul (?}. E. E. Levi a pu se ramener cependant d’une autre 
manière à une équation de Fredholm pour des équations plus géné- 
rales (*); mais j’ai indiqué, pour le cas précis qui nous occupe, un 
procédé de passage à la limite indépendant de la théorie de Fredholm 
et qui montre que le problème proposé admet une solution unique (*; 
c'est d’ailleurs un cas particulier d’une étude plus générale que nous 
ferons au Chapitre IIT. Indiquons que les dérivées premières de ¢ sont 


telles que OM"? | tende vers zéro avec OM. On pourra enfin définir 
la fonction de Green généralisée et étendre la formule (11). 


pour n >4 ou log ay pour n = 4, au lieu d’être bornée. Et 


; « i ; I I 
(*) Rappelons que dans l’espace à » dimensions fam —— dop est une 
OP* MPB 
fonction de M telle que : 
Si à + 5 < n, elle est bornée (et même continue) au voisinage de O; 
; ‘ I 
Sia+6—=n, elle est de l’ordre de log —_; 
OM 
Sia+ 6 >n, elle est de l’ordre de log eee en ee CRIE 
~ OM%+b—n ce B 
Voir Note A (Hadamard) de ?Ouvrage de Heywood et Fréchet sur l'équation 
de Fredholm, et une reproduction dans le Cours d'Analyse de Goursat, t. IIT, 
3° édition, p. 362. | 
) Pour tout cela, voir R. Ist. Lomb., loc. cit., n° 15. 
) Rend. di Palermo, 1907, p. 276. 
*) R. Ist. Lombardo, loc. cit., n° 15. 
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IV. — Propriétés des suites et familles d’intégrales de 
(7) Au — cu; 


e2o continu sur 2 ouvert (‘). 


14. On connait les deux théorémes classiques de Harnack sur les 
suites de fonctions harmoniques sur un domaine Q que nous pren- 
drons borné. Nous allons voir qu'ils s'étendent aux intégrales de (7). 
Tout s’appliquera au cas de n dimensions, mais pour le langage, on se 
placera dans le cas du plan. 

D'abord, comme il est bien connu, une suite uniformément conver- 
gente d'intégrales sur Q converge vers une intégrale (*). 

Il suffit de voir que la limite est intégrale sur un domaine quel- 
conque w complètement intérieur. D'abord 


TN ae en »( D 
(12) h,(M)= un + sf J's wp C(P) ent ) dap 


sera harmonique sur w. Or on voit aisément que 


f [los st c(P)u,(P) dep 


J [reese yer) doe 


et cela uniformément pour M sur w. 
En effet si & est une limite supérieure de c sur w et y. une limite 
supérieure de l’ensemble des |w,| sur w, enfin €, la borne supérieure 


tend pour n+ æ vers 


(‘) On ne fait pas d'hypothèse-sur l'allure de c au voisinage de la frontière. 

(2) Une démonstration tout analogue à celle du texte établirait le même théo- 

réme pour une équation Au —F(u, M) où F est continue de (w, M) et douée de 

Cor ; ; Sr 

dérivée a bornée pour w borné et M sur tout domaine complètement DÉtent- 
Ann. Ec. Norm., (3), XLVIIT. — Juin 1931. 24 
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de [6 — u, | sur : 


fh log app °C ARTE der ff tox up oC?) # (P) dop 
sheaf f lo dap 


et il suffit de remarquer que J f osm MP 
par f À log - = |dr, D étant le diamètre de w. 


EP 


ds, est borné pour M sur w 


Mais alors h, converge uniformément sur «w vers une fonction néces- 
sairement harmonique h de sorte que 


(13) y+ — ff emp P)v(P)dop=h, 


harmonique sur «. 

Il s’ensuit que ¢ est intégrale de (7) sur w. 

Pour le cas où uw prend des valeurs déterminées finies sur la fron- 
tiére, il suffit de supposer que ces distributions convergent uniformé- 
ment, en vertu du n° 6. Ajoutons au théorème bien connu qui précède 
un complément important : on sait que dans le cas harmonique les 
dérivées convergent vers les dérivées correspondantes des limites, unt- 
formément sur tout domaine complètement intérieur (') De même pour 


(') I suffit de le voir pour un cercle y parce qu'on pourra couvrir un domaine 
complètement intérieur par un nombre fini de cercles également complètement 
intérieurs. Or prenons 7, concentrique un peu plus grand et aussi complètement 
intérieur et la formule de Poisson : | 


0 
tn(M) = xf tin(w) (CM, p) dû, 


vo 
qui donne, en dérivant, 
i) 


Ju, (M 
=f un(e) D dy: 


Ox 27 


JH a . Bow . “ ‘ 
a comme H est borné dans y intérieur à y,. On en déduit que dans va 
un du 


dx Ox 


0 
<< :\ f [un(t)— Un (p) | do, 


d’où résulte la convergence uniforme dans y de la série de fonctions harmo- 


du, 
niques ARE d'où la conclusion, 
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les intégrales de (-7), les dérivées premières de la suite uniformément con- 
vergente tt, convergent vers les dérivées correspondantes de la limite ¢, 
uniformément sur tout domaine complètement intérieur. 

Il suffit de le voir pour un cercle y complètement intérieur; y, étant 
un cercle concentrique un peu plus grand et complètement intérieur, 
reprenons pour y, l'équation (12) qui donne en dérivant par rapport àæ 
par exemple 


0h, (M) Fc On I d I ‘ f | 
PTIT TE NRA aa Jf ae (mp) t )itn) P) dop CMS y) 


Oe Oh . 2 . . 
ox COnvergera vers == uniformément sur y; comme en dérivant (13) il 


TL 
Oh Ov. I 0 I 
Do sat 2e (18 ap oP) eC) dew 


il suffira de voir que 


0 I 
sf Ja (toe Up )¢(P) (P) der 


) 
Î À ss (toe sap )e(P) #(P) aa 


1 


vient 


tend vers 


uniformément sur y ou même y,. Et cela résulte en raisonnant comme 


plus haut, de ce que 
RAC 


est borné sur y,. 


dap 


15. Avant de chercher a étendre le second théoréme de Harnack, 
parlons un peu des familles d'intégrales. 

On sait qu’une famille de fonctions harmoniques sur 2, bornées en 
module dans leur ensemble sur tout domaine complétement intérieur, 
jouit de la propriété d’égale continuité(') sur tout domaine complete- 


(:) Pour cette notion classique due à Ascoli, voir, par exemple, Monter, Lecons 
sur les familles normales, p. 27 (Paris, Gauthier-Villars, 1927). 


PUR le CS ue Ta eT 
FF Oe aaa 
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ment intérieur. comme cela résulte aussitôt de la formule classique de 
l’intégrale de Poisson ('). 

Cela s’étend aussitôt aux intégrales de (7), c’est-à-dire qu'une 
famille d’intégrales bornées en module dans leur ensemble sur tout domaine 
complètement intérieur jouit de la propriété d’ égale continuité sur tout 
domaine complètement intérieur (?). ‘ 

Il suffit de le voir pour un cercle y complètement intérieur; prenons 
encore y, concentrique un peu plus grand, complètement intérieur; 
u étant une intégrale quelconque de la famille, considérons 


ale (site eee RU 
uM) + 7 ff los yp e(P)4(P) dr. 


Cette expression définit une famille de fonctions harmoniques et 
bornées dans leur ensemble sur l’intérieur de y, ; donc elle jouira de la 
propriété d’égale continuité sur y. Il suffira done pour achever de 


prouver que la famille ips log gpe(P)u(P) doy est également con- 


tinue sur y ou même y,. Or puisque 


I I 
0 log MP 0 log NP 
sh ———— | doy», ff — dop 
à Ox : dy 


sont bornés sur y,, les dérivées en x, y des fonctions de la famille 
seront bornées dans leur ensemble sur y,. Et cela suffit pour établir 
l’égale continuité. 

De l’égale continuité de la famille considérée des intégrales, on 
déduira par des raisonnements bien connus basés sur le procédé dia- 


gonal (*) que de toute suite appartenant à la famille on peut extraire 


(') I suffit de le voir pour un cercle y; prenons un cercle y, concentrique un 


peu plus grand et complètement intérieur. Grâce à la formule de Poisson pour y, 
du Ou 


FRS an (CEE 


Ox| |dy 
la circonférence y, et cela suffit pour l’égale continuité de la famille, d’après la 
formule des accroissements finis. 


, 


on verra que, dans leur ensemble, sont bornés sur y comme les w sur 


(*) Ce théorème s'étend, par la même démonstration, aux intégrales de 
Au =F (u, M) déjà considérée plus haut (| F'#| borné pour w borné et M sur 
un domaine complètement intérieur ). 

(*) Voir Moxres, Leçons sur les familles normales, p. 23 à 27. 
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une suite convergeant uniformément sur toùt domaine choisi à l'avance 
complètement intérieur; puis même, une suite convergeant uniformément 
sur un domaine arbitraire complètement intérieur; et la limite est inté- 
grale de (7) sur tout le domaine d’après le premier théorème de Ilar- 
nack généralisé. 

D'où l’on déduit l’extension suivante du second théorème de Harnack 
(forme réduite). 


Étant donnée une suite d'intégrales de (7), bornées (dans les deux sens) 
dans leur ensemble sur tout domaine complètement intérieur, et partout 
non croissante ou partout non décroissante sur Q, elle tendra vers une 
intégrale de (7) et cela uniformément sur tout domaine complètement 
intérieur (\). 


(‘) Ce théorème peut encore s'établir par un passage à la limite sur : 
un(M) + ae ff le HE c(Pu,(P) dop=h,(M) harmonique. 


en prenant l'intégrale au sens de Lebesgue; on en déduit pour la limite la pro- 
priété de continuité et d’être intégrale; la propriété d’uniformité de convergence 
résulte du théorème de Dini rappelé au n° 10. Voir ma Note des Comptes rendus, 
t. 190, p. 4r1, ou celle de l’/stituto Lombardo (loc. cit.), n° 6. 

L’énoncé du texte se trouve à peu près dans la Thèse M. Le Roy (Ann. de 
l’École Normale, 1. 14, 1897, p. 422) qui considère des équations de type un peu 
plus général. Sa démonstration assez longue repose sur l'emploi de la formule 
de Green généralisée (11). 

Comme plus haut cet énoncé et le précédent s'appliquent à l'équation plus 
générale Au —F(u; M) déjà considérée. 

Enfin par le même genre de considérations on peut compléter la démonstration 
de M. Picard dans son exemple d’approximations successives divergentes (Bul- 
letin de la Société math., t. 28, 1900, p. 137). Il s’agit de Au—F(u; x, y) 
avec F, I"), positives et bornées quand | “| est borné; on cherche à résoudre le 
problème de Dirichlet pour la valeur o sur le contour. La méthode d’approxi- 
mations successives donne la Suite u,telle que 


I 5 
EEE ~f L CH Tr VAG: 


On voit que les w,,,, décroissent vers une limite ¢, les w,, croissent vers une 
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La suite a en effet nécessairement une limite; on peut en extraire 
une suite qui jouisse de la propriété annoncée; et l'on en déduit qu'il 
en sera de même pour la suite donnée. oe 

Ajoutons en vue de la suite une remarque très simple relative à la 
frontière. 

Considérons une suite d’intégrales uw, et une portion ode la frontière, 
séparée du reste s’il y en a (c’est-à-dire que les deux parties sont à une 
distance non nulle); supposons que toutes les intégrales prennent, 
avec continuité au voisinage de 5, un même système de valeurs sur 5. 
Prenons une suite extraite convergeant uniformément sur tout domaine 
complètement intéricur. Je dis qu’elle convergera uniformément sur 
le voisinage de c, « compris; de sorte que la limite de la suite prendra 
sur 5 les valeurs considérées, comme les 4,, avec continuité au voisi- 
nage de 5. 

On verra aisément qu’on peut délimiter un domaine partiel de fron- 
tière constituée seulement par 5, et peut-être d'autres points tntérieurs 
au domaine Q, frontière formant un ensemble sur lequel la suite 
converge uniformément. Alors d’après le n° 6, il y aura bien 
convergence uniforme sur l’ensemble de ce domaine partiel et de sa 
frontière. 


16. Mais on peut étendre exactement le second théorème de Har- 

nack et montrer que : une suite d’intégrales de (7) bornées inférieure- 
ment dans leur ensemble sur tout domaine complètementintérieur, partout 
non décroissante, enfin convergeant en un point (limite finie), tend vers | 
une intégrale, uniformément sur tout domaine complètement intérieur. 
Cet énoncé et celui qu’on obtient en changeant w en — u contiennent 
le précédent. On peut le compléter en disant que si la méme suite 
tend vers + en un point, elle tendra vers + & uniformément sur tout 
domaine complètement intérieur. 
TE ne TE PRE NE PR a TE LUE LS 
limite u £v. Il restait à prouver dans le cas général l’uniformité de convergence 
de ces deux suites, qu il suffit même de voir dans tout domaine completement 
intérieur. Et cela résulte aisément de ce que la famille u, y estégalement conti- 
nue, d’après la relation de récurrence. 

On peut aussi conclure par passage à la limite grâce aux propriétés de l’inté- 
grale de Lebesgue. 
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D'ailleurs une suite non décroissante d’intégrales est nécessairement 
à partir d’un certain rang ou constante ou partout croissante, car la diffé- 
rence de deux termes consécutifs est > 0; donc partout nulle ou partout 
> o. Il suffit d’examiner le cas de la suite croissante: et en retranchant 
le premier terme, on se ramène au cas de la suite croissante positive ou 
encore de la série d’tntégrales à termes positifs. On a alors un théorème 
dû à M. Lichtenstein, qu’il a d’ailleurs établi pour l'équation de type 
elliptique homogène général ('). Sa démonstration est l'extension de 
celle classique du cas harmonique. Elle résulte immédiatement du pre- 
mier théorème de Harnack et du lemme suivant très intéressant en lui- 


même et sur lequel nous allons revenir. 


u (M,) 
u (M,) 


couple de points M,, M, appartenant à un domaine fixé w complètement 
intérieur, borné par un nombre fixe À indépendant de l'intégrale consi- 
dérée, c’est-à-dire que 3 


Pour toute intégrale u positive sur Q, le rapport est, pour tout 


<A ou SU (M) < u (M) < hu (M). 


Mais ce lemme donne même des propriétés importantes des familles 
d'intégrales positives. Puisque la limitation en un point entraîne une 
limitation dans tout domaine complètement intérieur, on voit aussitôt 
d’après le paragraphe précédent que sz une telle famille positive est 
burnée en un point, on peut, de toute suite, extraire une suite conver- 
geant uniformément sur tout domaine complètement intérieur, La 
remarque finale du n° 15 et relative à la frontière s’appliquera évi- 
demment. 

D'autre part si une suite d’intégrales > o tend vers + ~, il en est de 
même uniformément dans tout domaine complètement intérieur; par 
conséquent, étant donnée uue famille d’intégrales © 0, ae toute suite 
on peut en extraire une, qui converge uniformément sur tout domaine 
complètement intérieur, soit vers une intégrale, soit vers + x. 

Revenons au lemme de M. Lichtenstein. Dans le cas harmonique, 


(‘) Voir Rend. del Circolo Mat. di Palermo, t. 33, 1912, p. 201. 
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l'inégalité de Harnack (!) déduite de la formule de Poisson prouve que, 


si y est un cercle de centre My, rayon R, complètement intérieur à Q, 


on aura; < ae Sot ysl MM, <= af Choisissons R inférieur à la dis- 


tance de la Rs de w à celle de Q. Quels que soient M,, M, de w 
tels que MM, <- “on aura done 5 3 < - a =< 3. Or faisons un quadril- 
lage du plan, ae et tel que la dattes maximum de deux points 


RES | , R 
de deux carrés contigus soit moindre que =; alors si N est le nombre 


des carrés recouvrant w, on pourra former une chaîne de points de Q, 
d’extrémités deux points arbitrairement choisis M, M’ de w, le pas de la 
A , . R ° , 
chaine étant moindre que = et le nombre de ces points au plus égal 

aN. 
On en déduit aussitot 


PO sated ens 
(3) = u(M') Se ER 


Le point essentiel consiste dans l’usage de la formule de Poisson, 
À 


(‘) De la formule de Poisson : 


u(M) = x fu u( ps) weds dy (9 = M,M);r= M; centre M,) 


ou pour » > 2 dimensions 


I R? = 0° 
u(M)= aoa [HRS doy, 
à : 


=D) Si 
il vient aussitôt l'inégalité de Harnack en remplaçant r par R + p: 


à Ry RES 
Rr? n—2 p 
CR Rei = u(M,)<u(M)<R (Rays y= 


(u 20 non partout nulle sur la frontière &). 


u(M,) 


gnh—2 


(?) Dans l’espace à # dimensions il faut remplacer les facteurs : jet 3 par . nu 
R=41 

el 3.2”, ce qui ne génerait nullement la suite des raisonnements. 
(*) On peut raisonner différemment en employant le lemme de Borel-Lebesgue 
(voir par exemple O. Ketioe, Ouv. loc. cit. » p- 263). C’est aussi en s’appuyant 


sur ce lemme que M. Lichtenstein démontre son théorème. 


ETUDE DE L'ÉQUATION DE LA CHALEUR. 193 


Lu x = . . pe 
c'est-à-dire de la formule de Green dans un cas particulier, en utilisant 
deux limites positives inférieure et supérieure de 7,,* M. Lichtenstein 

an 


emploie Ja méme idée, pour son cas général, avec laformule de Green 
. généralisée et un petit contour convenable; mais il doit surmonter 
bien des difficultés et, en particulier, il se sert de la continuité de la 
valeur de la dérivée normale de la fonction de Green généralisée G, en 
un point de contour, par rapportaux coordonnées du pointinfini de G,. 

Aussi vais-je donner pour notre équation (7) une démonstration 
assez différente, débarrassée de toutes difficultés relatives à la dérivée 
normale, qui sera basée sur l'inégalité de Harnack du cas harmonique 
et sur le lemme suivant : 


Pour une distribution continue quelconque de valeurs sur une circon fé- 
rence fixe y, ily a un rapport > o constant, c'est-à-dire indépendant de 
la distribution, entre les valeurs au centre O des solutions du probleme de 
Dirichlet, d’une part, harmonique, d’autre part relatif à l'équation 


Au, = const 0: 


Le lemme de M. Lichtenstein en résulte aisément; reprenons les 
notations de son énoncé et soient w, un domaine complètement inté- 
rieur à Q et dans lequel w soit complètement intérieur, # une limite 
supérieure de c(M)sur w,, enfin R un nombre > o inférieur à la dis- 
tance de w à la frontière de w,. Considérons deux points M,, M, de w 


tels que M, M, < a Tracons le cercle y de rayon R et centre M,, tout 


entier dans w,; soient / et les fonctions respectivement harmonique 
et intégrale de Av =e, qui prennent sur le contour de y les mêmes 
valeurs (> o) que l'intégrale w que nous étudions. 


Alors 
u(M,)2°(M,), 


e(M,) =6h(M,), 


0 étant la constante positive du dernier énoncé, relative à R et £. 
Puis 
h(M,)> 3 A (M) 


Ann. Ec. Norm., (3); XLVIIL: — Juin 1951. 25 
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d’après l'inégalité de Harnack, enfin 
h(M,)2u(Ms), 
d'où 5 
u(M,)> 3 u(M,). 


En raisonnant avec le cercle de rayon Ret centre M, on trouverait de 
même ; 
u(M,) > 3 ¥(M,). 
Ainsi 
Gin ILENME 
a u(M,) 


Le raisonnement s’achévera maintenant exactement comme dans le 
cas harmonique. 

Quant au dernier point qui reste en suspens, on peut plus généra- 
lement établir ce théorème de proportionnalité pour un coefficient c(M) 


Jonction de OM seul et borné à l'intérieur du cercle. 
En effet G.(M, O) étant la fonction de Green généralisée pour le 


cercle 


HO E fu 1 (M) ECM, 0) O) ni 


d’après ce qu’on a vu au n° 12. 

Mais G.(0, M) est symétrique autour de O, vu l’unicité de la fonction 
| ; dG,(O,M SAS à 
de Green G.. Donc Lee est invariable le longde y; c'est une cons- 
tante Ü, positive comme on sait, et comme cela résulterait aussitôt de 
la considération du cas de la distribution >> o et de la formule précé- 
dente qui s'écrit 


i] > 
u(O) = nes i u(M ) dsy. 


vy 


On en déduit aussitôt le lemme à démontrer. 
On peut d'ailleurs dans le cas de c = const. > o se passer des consi- 
dérations générales des n° 11-12 sur les dérivées normales et G,; mais 


() Dans l'espace à x dimensions résultat analogue en remplacant des deux 
côtés le nombre 3 par 3.27-?, 
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sans développer la démonstration ('), j'en signale l’intérèt suivant; 
c'est que le lemme de M. Lichtenstein est alors établi dans le cas 
général sans l'emploi de G,, fonction dont l'existence repose, par la 
méthode que j'ai proposée pour un nombre n quelconque de dimen- 
sions, sur la forme réduite du second théorème de Harnack généralisé. 
Ainsi la démonstration de la forme la plus générale du second théorème 


de Harnack généralisé, pour l’espace à 7 dimensions, peut être rendue 
indépendante de la forme réduite. 


CHAPITRE IT. 


ÉTUDE DES INTÉGRALES BORNÉES 
AU VOISINAGE D'UN POINT SINGULIER DE e(M) (2). 


I. — Théorèmes d'existence et unicité. Propriétés générales de la solution. 


1. Comme je l’ai dit dans l'introduction, je considère l’équation (au 
sens généralisé) 


(1) Au =c(M)u(M), C20, 


où c2o est continu au voisinage d’un point O sauf peut-être en ce 
point où il n’est pas défini; l’allure de c peut être quelconque quand 
M + O. Je me placerai pour le langage dans le cas du plan. 

Considérons même un domaine Q, de type D,, contenantle point O, 
et supposons c(M)20, défini et continu sur (Q — O) et aussi borné au 
voisinage de la frontière & de Q, sans plus. Donnons-nous sur & une 
distribution quelconque continue de valeurs. Alors, le problème de 
Dirichlet généralisé dans le cas d’une singularité ponctuelle de c est 
résolu par le théorème suivant : 


(:) Elle utiliserait seulement, sans parler de G,, l'intégrale de 


Au—ku (k = const.), 


fonction de r — OM seul, ayant une singularité en O et de développement en 
série aisément calculable. 

(2) Je reprends ici en grande partie, aveé des compléments et sous une forme 
plus générale, le Mémoire des À. di Palermo (loc. cit.), d’ailleurs résumé dans 
une Note des Comptes rendus, t. 190, p. 286. 
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Il existe une fonction unique bornée en module et intégrale de (1) sur 
(Q — 0) qui « prenne » les valeurs données sur X. 

Comme on peut considérer la distribution sur 2 comme la différence 
de deux distributions 20, on voit aussitôt qu’il suffit d'établir le théo- 
rème d’existence pour une distribution 20 et même non partout nulle. 
Isolons le point O par un petit cercle y, de centre O et rayon petsoitu, 
la solution du problème de Dirichlet pour l’équation (1), le domaine 
(Q — y,) les valeurs 20 considérées sur Yet la valeur o sur le contour 
de y,. Il est immédiat (Chap. I, n° 6-7) que u, > o sur le domaine et 
qu’en tout point de Q, uw, est fonction croissante de p ; or u, est bornée 
par le maximum de la distribution sur Ë; donc elle a une limite définie 
et bornée sur (Q— O); c'est cette limite qu’on obtiendrait aussi en pre- 
nant la suite des uw, correspondant à une suite quelconque de nombres 
e >oet tendant vers zéro. D’ après le théorème de Harnack généralisé 
même sous sa forme réduite (Chap. I, n° 15), il suffit de considérer 
une suite correspondant à des © décroissants pour voir que la limite 
en question est une intégrale de (1) sur tout domaine complètement 
intérieur à (Q — O), par conséquent sur (Q — O0); et cette limite ¢ 
prend sur = les valeurs données (avec continuité au voisinage) (voir 
remarque fin du n°15, Chap. I). Le théorème d’existence est donc établi. 

Passons au théorème d’unicité. Je vais montrer, plus généralement, 
qu'il n'existe qu'une seule intégrale » de (1) sur (Q—O), prenant les 
valeurs données sur Ë, avec continuité au voisinage, et telle que 


e(M : See à 
Lo tende vers zéro avec OM. 


log OM 

I] suffira de Prouer qu’une telle intégrale est nulle dans le cas où 
la distribution sur & est partout nulle. Pour cela empruntons à M. Za- 
remba un type de raisonnement qu'il a utilisé pour les fonctions har- 
moniques à propos de l’unicité de la solution du problème de Diri- 
chlet (') 


Considérons la fonction harmonique /(M) = < log a >o), D étant 


supérieur à la distance maximum de Oa © de façon que soit >o sur 


Ac, des Sc. de Cracovie, 2 — 1, ll 1909, p. 961. Voir la reproduction 
pant le Cours d'Analyse de M. Goursat, t. II, 3e édition, p. 205-206. 


| 
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(Q— 0). Retranchons de Q ‘un cercle y, de centre O et rayon p assez 
petit pour que sur le pourtour on ait h >|¢{; ainsi les fonctions h + ¢ 
prendront des valeurs partout positives sur la frontière de (Q — y,); 
mais sur ce domaine 


AURONT TE ET où — ch<o. 


Il s'ensuit que sur ce domaine ke > 0, c'est-à-dire || <<. Comme 
e est arbitrairement petit, cela vaut en tout point de (Q — O). Obser- 
vons maintenant que € est un nombre arbitraire > o et qu’on peut le 
choisir tel qu’en un point choisi à l'avance de (Q — O), À soit arbi- 
trairement petit. Il en résulte qu’en tout point de(Q — O),|e|doit être: 
arbitrairement petit, donc nul. 


Conséquence : De ce théorème d’unicité on déduit aussitôt que 
st c(M) est continu en O, toute fonction ¢ intégrale de (1) sur le voist- 


(M t care et 
nage (w — O)et telle que a tende vers zéro avec OM, peut être définie 


log OW 

en O de façon à être finie, continue et intégrale sur w. Autrement dit 

l'intégrale est « régulière » en O, proposition que nous avons utilisée 
déjà dans le cas harmonique ('). 

C’est ce qu’on voit immédiatement en comparant ¢ avec l'intégrale 

« régulière » prenant les mêmes valeurs sur un petit cercle entou- 


rant O. 


2. Extension du procédé de passage à la limite. — On peut étendre 
beaucoup le procédé qui a fourni la solution du problème proposé. 

Imaginons une distribution continue quelconque sur = puis une 
suite quelconque de domaine w,, contenant O et s'y réduisant 


(c'est-à-dire que la distance maximum p, de O à la frontière o, de w, 


D I bs 
tend vers zero avec ~) et supposons que (Q—w, — o,) constitue un 
domaine du type D,; donnons-nous enfin sur 5, une distribution con- 


GES I . 
tinue telle seulement que, en divisant par log 5,’ on obtienne une 


(‘) Dans le cas harmonique, M. Lebesgue a indiqué le théorème en utilisant le 
type de raisonnement de M. Zaremba (Comptes rendus, 1. 176, 1923, p. 1270). 
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nouvelle distribution dont le maximum du module tende vers zero 
avec ~: 

Sous ces conditions très larges, la solution wu, du probleme de Diri- 
chlet relatif à (1) aux valeurs choisies sur = et aux valeurs précé- 
dentes sur 5,, pour le domaine (Q — w, — 5,), tend vers la solution 
‘unique du problème proposé. 

Il suffit de décomposer u, en deux solutions s’annulant sur l’une 
des frontières Ÿ, 5, et prenant sur l’autre les valeurs considérées. 

Prenons d’abord celle 4, qui s’annule sur 6, et prend sur & les 
valeurs données; et montrons qu'elle tend vers la solution du pro- 
bléme; on voit aussitôt qu’il suffit de le voir dans le cas d’une distri- 
bution sur Ÿ, 20, non partout nulle. Alors considérons les cercles 
Ye Ye, de centre O ayant comme rayons ¢,, ¢,, les distances maximum 
et minimum de O à 5,. Il est immédiat que w, est compris (au sens 
large) entre les solutions relatives aux domaines(Q — +,,), (Q—yYp"), 
à la valeur o sur y,,, Y,’, et les valeurs données sur &. Mais ces deux 
derniéres fonctions tendent, d’aprés ce qu’on a vu plus haut, vers la 
solution de notre problème. D'où le premier point qui était à établir. 

Considérons maintenant la solution &, s’annulant sur = et prenant 
sur 5, les valeurs qu’on y à considérées. Un raisonnement tout à fait 
analogue à celui du théorème d’unicité permet de voir que wu’, -> o. 

Ajoutons, comme c’est facile à voir, que dans ce procédé général de 
passage à la limite, w, tend vers la limite uniformément sur tout domaine 
complètement intérieur, donc sur tout ensemble fermé appartenant 
a(Q+X—O). Il n'y a qu'à le constater séparément pour w’ et wu". 

On peut donner un autre procédé de passage à la limite. Supposons 
qu'on rende c(M) continu meme en O, mais toujours >o, en ne le 
changeant qu'en des points intérieurs à un cercle y,. On peut le faire 
pour une suite de nombres o, 0. Soit w, la solution du problème de 
Dirichlet pour le domaine Q, le ¢ continu correspondant à 
valeurs données sur Ë. On voit que 


Pn et les 
u, | est borné par un nombre indé- 
pendant de » et qu’il en est donc de même de ses valeurs sur le contour 
Dés, 

Donc d’après le théorème général qui précède, w, tend sur (Q — 0) 


vers la solution ¢ du problème, d’ailleurs uniformément sur tout 


hk ahd hit À TU Se Le Qi 


EX - 
§ 
52 

ne - 
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ensemble fermé appartenant à (Q + 2 — O). Avec le procédé le plus 
général de rendre c continu en-O en conservant sa continuité et sa pro- 
priété c20, et en ne le changeant peut-être qu’à l’intérieur de yp, on 
obtient un théorème de passage à la limite qui rentre dans le théorème 
bien plus général précédent. 


3. Propriétés générales de la solution. — Grâce à un passage à la 
limite, on peut étendre bien des propriétés relatives au cas où c n’a pas 
de singularité, en particulier, tous les résultats du n°10 du Chapitre. 
Le passage à la limite par exemple du premier type donné plus haut 
conserve les propriétés d’inégalité, avec égalité possible. Pour voir si 
l'égalité est exclue on fait usage des théorèmes d’impossibilité de 
certains extrema. 

Ainsi la solution est toujours fonctionnelle linéaire et continue dela 
distribution; si elle n’est pas nulle, elle est >> o ou la différence de 
deux solutions © 0; pour une distribution 20 non partout nulle, la 
solution est > o et sic augmente quelque part, elle diminue partout. On 
généralisera aisément les formules (9), (10), (10’), (10”) et le dernier 
théorème du n° 10 s’étendra puisqu’on se ramène au cas c = const. 

Il y a évidemment extension immédiate de tout ce paragraphe au 
cas de n dimensions, avec les mêmes restrictions que dans le cas où c 
n’a pas de singularités pour ce qui concerne les propriétés de conti- 
nuité de la solution comme fonctionnelle de c. 


II. — Etude directe de l'allure des intégrales au point O. 


4. Toute intégrale bornée u est lasolution du problème du type de 
Dirichlet considéré pour un petit contour entourant O et la distribution 
des valeurs qu’y prend uw, ce qui montre en un sens facile à préciser 
que l'allure de w en O ne dépend de c qu’au voisinage de O. On 
vient de voir l'influence de la variation de c sur la solution. Il est tout 
indiqué de comparer l'intégrale qu'on étudie avec les solutions rela- 
tives à desc de nature simple et de faire se réduire au point O le petit 
contour considéré. 

Comparons d’abord aux fonctions harmoniques et prenons une tnté- 
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grale à > o au voisinage de O. Soit X, la fonction harmonique dans le 
cercle y, de centre O et rayon p, prenant sur Y, les mêmes valeurs 
que u. Dans le cercle y,, o u£h,. On en déduit aisément que h,(O) 
est non croissante quand p décroiteta donc une limite À 20 pour -> o. 
On verrait alors facilement que, en remplaçant y, par un domaine w, 
(de type D,) contenant O et s’y réduisant quand n -> + 2, si h, est la 
fonction harmonique prenant sur la frontiére de w, les valeurs de uw, 
h, (O) tend aussi vers À. Mais le cas du cercle montre que /a valeur 
moyenne de u sur la circonférence Y, tend vers x quand p > o. Il en 
résulte que la valeur moyenne de u sur une couronne circulaire de 
centre O (et en particulier sur l’aire d’un cercle de centre O) tend aussi 
vers À quand le rayon extérieur tend vers zéro. Il suffit de considérer 

I 2 


red u(M)doy=A+ 


Ps 
9 2 =, T EEE TS Te h,(O) —— À dr 
(pi we pa) couronne YoY, Te (Py +2 P2) Pi 


et d'utiliser la propriété que [h,(0) — A] +o. 

Je dirai que u admet en O une valeur moyenne u, (O0), égale à À, 
limite des moyennes précédentes. On voit que cette limite est atteinte 
par non-croissance (et même décroissance si w n’est pas harmonique 
au voisinage de O), pour la moyenne sur une circonférence y, ou sur 
l'aire du cercle y, quand p décroit à o. 

Ajoutons que w,,(O) est la plus grande limite de u au point O, c’est- 
à-dire la limite A de la borne supérieure de #(M) à l'intérieur du 
cercle y, quand p + 0. En effet, puisque 4(M)<h,(M) quel que soito, 
la plus grande limite A est au plus égale à h,(0), donc à À = u,(0);. 
d'autre part sur toute circonférence y, il y a des points où 


u(M)=/A(M)2h,(0)21, 
de sorte que A ne saurait être inférieure à À. D'où 
Vee hen ty 
Sie con 
Et l'on voit aussi que cette plus grande limite À = u,, (O) ne saurait 
être, dans un voisinage arbitrairement petit de O, supérieure à u(M)et 
même, en excluant le cas u = const., supérieure ou égale à u(M). C'est 


la généralisation pour O singulier de l’impossibilité d’un maximum 
positif en un point régulier de c. 
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La coincidence de A et v,(0) est importante; convenons de dire 
d'une façon générale qu’une fonction 9 continue au voisinage d’un 
point O sauf en ce point où elle n’est pas définie est quasi continue 
en O si, en supprimant du voisinage de O un ensemble convenable E 
dont la section par une circonférence y, de centre O a une mesure 
angulaire tendant vers zéro avec le rayon ¢, o est telle sur le voisinage 
restant qu'elle tende vers une limite unique finie quand M -> O, c'est-à- 
dire qu’elle prenne une valeur finie en O. Nous allons voir que l'intégrale 
u considérée est quasi continue en O où elle prend (au sens précédent) la 
valeur u,,(O). 

Démontrons en général que si une fonction 9 (M) continue au voisi- 
nage de O, sauf en O, y admet une « valeur moyenne » finie égale à la 
plus grande A ou à la plus petite À des limites en O, il y a quasi-conti- 
nuité en O. 

Supposons par exemple 9,,(0) =A. Soient sur la circonférence y, 
de centre O et rayon p, x, et M, la valeur moyenne et le maximum 
de 9(M), qui tendent vers A quand p > 0; soit, ,, lamesure angulaire 
de l’ensemble des points de la circonférence y, où 


(ME n. (n> 0). 
Il est immédiat que 


@o.n- 0 S(2T — on) (Mo— vo) S27 (Mp — po). 


Prenons n fonction >o de p, tendant vers zéro avec ¢ mais moins 
vite que (M, — p,), c'est-à-dire tel que 


| Pe 
mir o et ae 0. 
Alors 
Don e2 pee ue 
leno) 


et w,,, tendra vers zéro avec 9. Et le théorème sera établi en prenant 
comme ensemble des points à supprimer celui des points où 


e(M)£ pon — n(OM). 
Dans le cas particulier de l'intégrale u > 0, on remarquera que si 


LAON == 0, 
Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — Juin 1931. 26 
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l'intégrale s’annulera régulièrement en O, c'est-à-dire que u (M) tendra 
vers zéro avec OM. Il y a alors continuité en O en posant 


a(O)=u:(0)=0S 


Considérons maintenant une intégrale de signe quelconque; ou bien 
elle est > o ou bien c’est la différence de deux intégrales >> o. On voit 
aussitôt que subsistent les théorémes de la valeur moyenne en O et de la 
quasi-continuité en O, qui ne font pas intervenir la plus grande limite 
en O. Ceci justifie l'introduction de la notion de quasi-continuité. 

Quant à cette valeur moyenne 4,(0 ) considérée comme fonction- 
nelle de la distribution et de c, elle jouit des propriétés de 4 (M) 
(où M4 0), propriétés indiquées au n° 3, avec toutefois la différence 
suivante : c’est que si la distribution est 20 (etnon=o), on peut seu- 
lement affirmer que w,(0) est 20 [elle peut effectivement être nulle 
(votrn°5)], et que si c augmente quelque part, w,,(0) n’augmente pas. 
Toutes ces propriétés de w,(0) s obtiennent par passage à la limite sur 
celles de la moyenne sur une circonférence y,, ces dernières se dédui- 
sant aussitôt de celles de 4 (M) sur(Q — O). 

La valeur moyenne en O se présentera d'elle-même, comme on verra, 
dans diverses questions. Montrons déjà, ce qui sera d’ailleurs utile 
plus loin, comment elle apparait dans le second procédé de passage à 
la limite fournissant la solution du problème fondamental du n°1. 
Reprenons la suite p,—> 0 et les cercles y,, (voir n° 2) où l’on rend c 
continu de façon arbitratre ; soit 4, la solution correspondant auc ainsi: 
choisi (soit c,) et à la distribution sur Ÿ; w, tend vers la solution » du 
problème fondamental, uniformément sur tout domaine fermé de 
(Q +2 — O0). Montrons que, lorsque la distribution sur & est>o, la plus 
grande limite de la suite u,(O) est au plus égale àv,(0). 

En effet, T étant une circonférence de centre O et rayon fixe, w,(0) 
est au plus égal à la valeur moyenne de u, surT quitend vers celle de 6 
sur I’; il s'ensuit que la plus grande limite de w,(0) est au plus égale 
à la moyenne de v sur I’, Mais l étant arbitrairement petit, celle-ci est 
aussi voisine qu'on veut de #, (0). D'où la propriété. 

Si maintenant on suppose que dans y,, le changement qu'on fait subir 
adc pour le rendre continu n'est en aucun point une augmenta- 


a 
x: 
3 
"4 
.. 
É 
3 
a 
as 
sh 
3 
# 
# 
: 
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tion ('), on voit que u,(0) tendra vers ¢,,(O) (par valeurs au moins 
égales). 

En effet on aura toujours sur (Q — O), u,(M)>v(M); done uw, (0) 
sera au moins égale à la plus grande limite de 6(M) en O. Ainsi 
u,(O)2¢,,(0). On conclut aussitôt grace à la propriété de la plus 
grande limite de la suite u,(0). 

Si maintenanton considère une distribution sur Xde signe quelconque, 
nous pouvons conclure que dans le second procédé de passage 4 la limite 
la suite u,(O) tend vers ¢,,(0), valeur moyenne en O de la solution ¢ 
limite de uw, sur (Q — 0), pourvu que c ne soit toujours rendu continu 
en O que par une diminution possible. 

D’ailleurs il n’y aura aucune restriction à faire dans le cas où toutes 
les intégrales bornées s’annulent régulièrement en O, wu, (0) tendant 
alors vers zéro. 


». On obtient encore des résultats intéressants par comparaison avec 


des fonctions de r — OM seulement, intégrales de l'équation particulière 
(2) Au=f(rju f(r) continue, > 0, 


c'est-à-dire des intégrales de l'équation différentielle enr > o 


firju=o (?). 


En effet si o(r) est une intégrale de (3) positive au voisinage 
de r =o, l'inégalité c(M)2/(r) entrainera que toute intégrale de (1) 


(:) C’est ce qu'on peut réaliser en- prenant c nul au voisinage de O dans un 
petit cercle et raccordant convenablement.-On aura la mème opération à faire 
plus loin (n° 7), pour un théorème essentiel. On voit l'avantage de n'avoir sur c 


que les hypothèses : ¢ continu et 20. 


(*) Toute intégrale de (3) est intégrale de(2) et cela suffirait pour la suite. 
Mais la réciproque est vraie parce que toute intégrale de (2) au sens généralisé 
et fonction de r seul possède une dérivée seconde continue en r. C'est ce qu’on 
établit aisément en appliquant la formule de Green à la fonction w et une cou- 
ronne 9, P», formule qui s'écrit 


du du I Minis CEST i 
Pi ese ae a) = = À rf(r)u(r) dr. 
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prenant sur un contour À des valeurs 20 sera au plus égale a Ao(r) 
où A est un nombre > o choisi assez grand pour que A9 (r) prenne 
sur des valeurs supérieures à celles considérées. On en conclut que 
toute intégrale de (1) de signe quelconque sera au voisinage de O de 
module inférieur à B.9(r), où B estun nombre > o qu'on sait choisir 
dès que l’on connaît les valeurs de l'intégrale sur un contour ‘entou- 
rant O. 


L'étude de l'équation (3) et la recherche de systèmes de fonctions 
[/(r), 9(r)] où 9 (r) tend vers zéro avec r permettront donc de donner 
des conditions sur c(M) sous lesquelles toutes les intégrales (bornées) 
s'annuleront régulièrement en O, avec des limitations de rapidité. 


D'abord si f(r) = = 7 est intégrale. 


On en déduit que, si dans un voisinage de O, c(a, yr? 2 x, toute 1nté- 
grale bornée de (1) est, dans ce voisinage, de module au plus égal à Br”, 
où B estconvenablement choisi > 0. D'une façon plus précise, sz la plus 
petite limite l'en O de c(x, y)r° est > o, toute intégrale de module in fé- 
rieur à M au voisinage est dans un cercle de centre O et rayon 9 assez 


5 . FRS >, 2M = r 20 eg » 
petit, de module inférieur à Boe où a a été choist à l'avance >o 
et VI 


Ainsi, st la plus petite limite en O de c(x, y)r? est > 0, toute intégrale 
bornée s'annule en O régulièrement: et si cr? + + © quand r + 0, elle 
: Be 
s'annulera plus vite que toute puissance positive de r. 


Prenons encore le cas de f(r) = =: M. Picard a donné pour l’équa- 
tion Au = u l'expression d'une intégrale fonction der qui à l'infini se 
comporte comme Vire ('). Le changement de variable r= = 
montre que l’équation(3) avec f (7) = = posséde au voisinage der =o 


a 


une intégrale équi APT ALES tie Se 
grale équivalente à Eve . On en déduit que si c(æ, y}r* 


a dans un voisinage de O une borne inférieure a? > 0, toute intégrale 


(') Voir, par exemple, Ouvrage de Picarp, loc. cit., p- 191. 


3 
74 
x 
Re: 
2 
= 
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de (1) y sera de module inférieur a À Vre ’ (A > o dépendant de l’inté- 


er I pete £ 
grale) et st cr* tend vers + 2% avec = toute intégrale s'annulera plus vite 


A 
que e ” quel que soit À >o. 

Après avoir examiné ces deux cas simples où l’on connaît une inté- 
grale de (3) pour les deux formes particulières de /(7), remarquons 
qu'il est bien plus simple, pour obtenir des résultats, d'opérer inversement 
en partant d’unefonction o (7) > o s’annulant plus ou moins vite avecr 

I 
PAF)" (2) 
et formant Bran. ee. qu'on prendra, si elle est > o comme fonc- 
tion f(r). Par cette voie on obtiendra aisément par exemple les 
énoncés nouveaux suivants qu’on pourrait multiplier : 
St dans un voisinage de O, c(a, y)r?"'**) 20? (a > 0) chaque inté- 
4 


HONTE 
Fi 


grale y sera de module inférieur à Ae 


Si dans un voisinage de O 


als, pr (log =) 2262+) (a >0) 


Ne aes : A 
chaque intégrale y sera de module inférieur à — 


(tog De 


Ty) 


(A const. >o 


dépendant de l'intégrale). 


Pour obtenir des énoncés d’allure plus générale, il est commode de 
faire un changement de fonction sur l'équation (3) de façon à faire 
disparaître le terme de la dérivée première. Posant u=9(r)e, il 


suffira que 
(o] 


20'+ = —o. 
7 
On fera done le changement uw = et il viendra l'équation trans- 
formée de (3) 
Mee: Te (sry = 7 A) eC. 


d’où l’on déduit par exemple l’énonceé : 


CORNE NES 
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Soit U(r) continue, > 0 et tendant vers zéro avec r, telle que 


fof yor) _ feat )ds 


ANT) a tN RG u(r) = yt DOS Le 


tende vers zéro plus vite que r*. 
Alors st 


c(æ, y) => (e>0) 


To oe 


dans un voisinage de O, toute intégrale y sera de module moindre que 


ae arf d(r)dr (A >o) 


et tendra donc vers zéro plus vite que 3 AO. 


6. Quant à l’extension à l’espace à n dimensions, elle sera immé- 
diate pour le n° 4 avec des définitions analogues évidentes de la valeur 
moyenne et de la quasi-continuité en O. Il n’y aura qu’une différence 
relative aux propriétés de u,,(0 ) considérée comme fonctionnelle dec, 
tout à fait comme pour u (M). 

Il y a davantage à retoucher au n° 5 pour en faire l’extension, car 
l'équation (3) doit être remplacée par 


(5) Sr ere Ree 


qui permettra toutefois des développements analogues. 

SEAT) re has vs 212, ;a est intégrale. On en déduira encore que 
si la plus petite limite de c(M)r* en O est > 0, toutes les intégrales 
s’annulent régulièrement en O, et si cr? > + æavec elles s’annule- 


ront plus vite que toute puissance > ode r. On pourrait aussi, pour en 
tirer des conséquences, essayer de généraliser à l’équation Au = u le 
procédé quia fourni à M. Picard, pour n= 2, une intégrale fonction 
de r, en passant à l'équation lifferontielte? on verra que le =Broeens 


réussit pour » pair; seulement le changement de variable 7 — “ne con- 


Ca RN 
‘ Las 
ss 
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serve plus la forme de l’équation (5), au coefficient de uw près, comme 
dans le cas n = 2, mais le facteur (n — 1) est remplacé par (3 — n), 


tandis que le coefficient de w se trouve encore multiplié par aS On ne 


peut donc, par cette voie, obtenir une intégrale d’allure connue 

a? 
pour ro dans le cas de f(r) =: 
On pourra par contre étendre aisément les autres considérations 


données dans le cas de n= 2. Le procédé général indiqué montrera 


que, quel que soit n22, si cr" + æ avec = toute intégrale s’annu- 
À 

lera plus vite que e ” quel que soit n>2. De même on obtiendra des 

énoncés voisins de ceux donnés pour #7 = 2 comme application de la 

méthode; le premier subsiste même tel quel si «2 n — 2. Quant à 

l'énoncé de forme générale, il s’appliquera en remplaçant le fac- 


I I 
teur —= par =" 
Vee 
Au paragraphe suivant, je retrouverai par une autre voie les résul- 


tats généraux concernant la valeur moyenne; j’obtiendrai de nouveaux 
théorèmes en m’aidant d’une équation intégrale dont l’existence cons- 


- titue en elle-même une propriété importante des intégrales bornées u 


parce qu’elle précise un peu l'allure de c.w; je pourrai donner alors des 
propriétés générales des dérivées au voisinage de O et aussi pour des 
formes simples du coefficient c, des propriétés plus précises de l'allure 
de w. Mais il serait intéressant d’avoir pour c, des critères nécessaires 
et suffisants correspondant à des propriétés générales des 4, comme 
la continuité ou la nullité en O. Il-yaurait surtout à élucider la ques- 
tion de savoir sz la continuité de u en O ne serait pas toujours vrate. 

Je montrerai seulement au chapitre suivant que le cas où toutes les 
intégrales bornées s’annulent régulièrement en O est identique à celui 


. É £ > | I 
où toutes les intégrales non bornées sont de la forme f (M)log oq (ou 


bien f(M) cs sin >2 dim) où | /| n’est pas borné; alors toute 


: I r 
intégrale dont le quotient par log oui (ou es est borné, s’annule 


en O. 
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III. — Équation de Fredholm correspondante et applications. 


7. Au paragraphe III du Chapitre I on a parlé, à propos du problème de 
Dirichlet généralisé, d’une certaine équation de Fredholm et d’une for- 
mule de Green généralisée. Il est tout indiqué de voir ce qu'elles 
deviennent lorsque le domaine d'intégration contient un point singu- 
lier de c. On se placera dans le cas du plan. Voici d’abord un lemme 
important : 


Pour toute intégrale bornée de (1) au voisinage w de O, lesintégrales 


: c(P)u(P dap, {ff log = ¢ P)u(P)de 
ff cu) da f los gp e(P)u(P) der 


ont un sens et même 


SET log gp e(P)lu(P)| dae 


“w—0O 


reste bornée quand M varie au voisinage de O (*). 


(*) Rappelons une notion classique : soit ) (M) continue sur (w — O) et bor- 
née à la frontière du domaine w contenant O. Supposons d’abord 4 (M)2>0o. On 


dit que ib Y(M) do a un sens ou est finie si, y, étant un cercle de centre O 


w—O 
et rayon variable p, ie Y(M)do est bornée supérieurement. Dans tous 
D —Y, 


les cas on pose 


hs Y(M) do = lim ff Y(M) do, finie ou infinie. 
oo —0 p=0 a—y 
e 


Si Y (M) est de signe quelconque, on dit que Fa Udo a un sens seulement si 


{f |Y| do a un sens et l’on pose 
(w — 0) 
HET SRE rer f Meta, 


Cette définition équivaut à dire que L (M) est sommable au sens de Lebesgue, 


la valeur adoptée pour | étant celle de l’intégrale de Lebesgue. 


7. ; . L a8 ° , . f’ . fe . 
Par la suite, pour simplifier l'écriture, on écrira df au lieu de ne 
w a —0 


PAU SERRE 
*< "HRDEER 

nt 

4 
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Puisque toute intégrale w est soit > 0, soit la différence de deux 
intégrales > o, il suffira d'examiner le cas d’une intégrale w positive. 

Prenons sur le voisinage de O un cercle +, de centre O et diamètre 
moindre que 1; soit g (M, P) sa fonction de Green, considérons un 
cercle concentrique y, arbitrairement petit, et, à l’intérieur, changeons c 
en le conservant 20 et sans l’augmenter nulle part, mais de façon à le 
rendre continu; c’est facile en prenant le nouveau coefficient nul au voi- 
sinage de O et en raccordant convenablement. On obtient ainsi un 
coefficient.c, continu et ? o dans y,, égal à c à l'extérieur de y, et au plus 
égal à c à l’intérieur. Soit enfin u, la solution du problème de Dirichlet 
pour Au = c,u, le cercle y, et sur son contour les valeurs dew. On a 


ug(M) + DE ff g(MP)eg(P)uplP) dor= (M) 
Yo 


où le second membre est la fonction harmonique >o prenant les 
valeurs de wu sur y,. Mais puisque dans (y, — y,) :¢, =c eto <uSu, 
on aura successivement 


fy g(M, P)e(P)u(P) devs ff g(M, P)co(P) up (P) dap 
(Yo— Yo) (YoYo) 
<f fs, P)co(P) up(P) dops 2h, (M). 
Yo 
Donc si y est le maximum de w sur la circonférence y, 


{f g(M, P)c(P)u(P) dops arp, 
(Yo—Ye) = 


quel que soit M intérieur à y, et quel que soit o > 0. 
En prenant M différent de O, g(M, P) sera fonction > o et continue 


de P au voisinage de O, d’où il résulte que [ fePRyu(P)devaunsens. 


Mais puisque 


g(M, P)=log gs — o(M, P), 
on tire de l'inégalité précédente 
ep logppeP)u(P) devours f fs (M, P)o(P) u(P) dep 
Yo-Yo ( 


cam f fat» P)c(P)u(P) dap 
Yo 
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et comme w(M, P) > 0 est bornée quand M varie au voisinage de O 
et P dans y,, on achève aussitôt la démonstration. 


8. Reprenons le problème fondamental du paragraphe I et soit ula 
solution. D’après ce qui précède 


| f foo P)e(P)u(P) dep 


aura un sens quel que soit la position de Msur Q et elle sera méme 
bornée en module; si l’on remarque que, lorsque M varie au voisinage 
d’un point de la frontière la partie de l'intégrale relative à un petit 
cercle de centre O tend uniformément vers zéro avec le rayon 9, il sera 
facile en reprenant le raisonnement ordinaire (Chap. I, n° 8. Picard, 
Ouvrage loc. cit, p. 129) et séparant Q en y, et Q — y, de voir que 


J fea, P)c(P)u(P) dop 


tend encore vers zéro quand M tend vers un point de la frontière. 
D'autre part, en séparant Q en deux parties dont l’une est le voisi- 

nage d’un point M, distinct de O et considérant les deux parties de l’in- 

tégrale qui y correspondent, on verra que l’on peut dériver sous le 


signe ff et que cette fonction de M 


YQ 
fau, P)c(P)u(P) dap 
Q 


admet un laplacien généralisé — 27.cu(*). Finalement l'expression 


ue ef [GC P)e(P)u(P) der 


() Soit sur un domaine borné fermé A, f(M, À) continue de (M, À) quand M 
varie sur A et À au voisinage de À,, et admettant une dérivée fy (M, À) jouissant de 
ces mêmes propriétés; alors si (M) est continue sur A sauf en O intérieur et 


telle que [l fy do ait un sens, 1@= ff F(a) gM) dou admettra au 
Je A 
voisinage de À la dérivée I’(1) = ke (M,A)U(M) doy. 
ÿ A 


La démonstration élémentaire s'étendra parce que ft || do a un sens. Comme 


NET d 
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est harmonique sur (Q — 0), prend sur & les valeurs de w et est de 
plus bornée en module au voisinage de O. C’est donc la solution har- 
monique A(M) du problème. ee la solution du problème proposé 
satisfait à l'équation de Fredholm 


(6) «+ f [EU P)c(P)u(P) do—A(M), 


tout comme s'il n’y avait pas de singularité pour c(M). 
Et réciproquement si w continue et bornée sur (Q — 0) donne un 


sens à l'intégrale { fea, P)c(P)u(P )ds quel que soit M de (Q — 0) 
Q 
et vérifie l'équation qui précède, ce sera da solution du problème du 


paragraphe I; car en étudiant comme on l’a fait dans le raisonne- 
JQ 
ment direct, on verrait que uv prend les valeurs données sur lafrontiere 


et admet sur (Q — O) un laplacien généralisé égal à cu. 
Ainst subsiste l’équivalence du problème de Dirichlet généralisé et de 


l'équation de Fredholm, telle qu’on l'avait vue au Chapitre I (§ II) 


pour un domaine sans point singulier de c. 


9. Afin d'utiliser cette équation de Fredholm pour en tirer des pro- 
priétés en O de la solution, nous sommes conduits à étudier le potentiel 


VO) = ff toss Ÿ(P) der, 


dans le cas où la densité Ÿ(P) est continue (et bornée à la frontière 
de w) sauf en un point O du domaine w où elle n’est pas définie et 


logarithmique 


I à : ae 
conséquence on verra que f Les * (P) dep est harmonique à l'extérieur 
Ô . 
du domaine partiel à contenant O; que, si A; de type D; donne A par fermeture, 


et admet G(M, P) =log yp —ww(M,P), comme fonction de Green, la fonc- 


tion f w (M, P) Ÿ(P) dap est harmonique sur A; méme en O; on se rappellera 
A 
pour ce point les propriétés de © (M, P) (voir Chap. I, n° 8). On obtiendra 


alors aisément les propositions du texte en décomposant G et aussi le domaine Q 
en deux parties dont l’une sera le voisinage d’un point M, différent de O. 
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pour lequel on suppose seulement que f [yas a un sens. Sans autre 


hypothèse cette étude sera utile au chapitre suivant. 
En séparant le voisinage d’un point, on voit d'après une remarque 


précédente qne l’on peut dériver sous Tole ailleurs qu’en O et que, de 


plus, V(M) admet, ailleurs qu'en O sur w, un laplacien génér valisé 


Keene 


tandis que V est harmonique à l’extérieur de w. De sorte que l'étude de 
V(M) est aussi celle des intégrales de AV — 4 (M) lorsque 9 continue 


admet un point singulier O tel que f 0 do ait un sens. 


A. Étudions l'allure de V(M) quand M+ 0. Puisqu’on peut consi- 
dérer Ÿ(M) comme la différence de deux densités 20, continues sauf 
en O, nous supposerons d'abord à (M)? 0. 


a. Étudions la valeur moyenne sur une circonférence y, de centre O 
et rayon 9. Isolons O par un petit cercle y, la circonférence y, par une 


couronne y (Ye, Ye, ) (Pi << P< Pa). 


Alors 
V(M) Eee LES + upy(?) dar as 
RL ES MI ab es 
SLL fm “eee 
I I 
ee log — L(P) dap | dsy. 
2TP TLL °8 MI HP) | SM 


On voit facilement que les derniers termes tendent vers zéro quand y 
se réduit à la circonférence y, et y au point O. Quant au premier terme, 


il s'écrit en permutant les signes 


! I 
sap J 108 mp m1 YP) der, 
ip a hak ° MP «| 


eo a 
| 
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ou en remarquant que 
I : DEL: 4 
log op P est extérieur à },, 
I 


p pate ze si P est intérieur a Vo 


ia os Tog UE bers “ie HP) ae. 


(jee 


Par un passage à la limite, il vient donc 


(7) pee ee] Le log op dm eut f [9 P) dop. 


Or il est aisé de voir que 
— Oo avec p. 


Étant donné < > o, choisissons en effet o’ tel que ff U(P)do< = 
Ye’ 
alors pour ¢ < 0’ 


Be ee i torte 


i Sti toe) 


quantité qui deviendra moindre que ¢ dès que p sera assez petit. 


Onconclut que 


tend vers zéro avec 9. Autrement dit, la valeur moyenne de V (M) sur la 
circonférence Y, est, pour 9 0, d’un ordre de croissance moindre que 


log = 
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Observons maintenant que 


logs ff Pr des Sf [res op MP) de. 


Done HV (0)= f flog ep (P)de est fint, J [Ye + 0 plus 


: - et la valeur moyenne de V (M) sur y, tend vers V(O)(e > 0); 


log — 


vite que 


il en sera donc de même de la valeur moyenne sur une couronne circu- 
laire se réduisant au point O (voir n° 4); au sens du n° 4, il y a pour 
V (M) une valeur moyenne en O, justement égale à V(O). 


b. Montrons maintenant que V(O), qu'ilsoit fini ou tnfini, est la plus 
petite limite de V (M) quand M =Z O tend vers O. 

D'abord cette plus petite limite est au plus égale à V(O) puisque, 
si V(O) est fini, c’est, d’après sa propriété de valeur moyenne en O, la 
limite relative à une suite de points qu’on peut former. Il suffira donc 
de voir que la plus petite limite est au moins égale à V(O). Cela résulte 
de la remarque suivante : Soit M, une suite de points 0 tendant 


vers Oetp, >> 0 tendant vers zéro mais moins vite que OM,, c’est-à-dire 


Mi, 


telle que 0,,-> 0, le 


— 0. Si ¥,, est le cercle de centre O et rayon p,, 
Sf La p?(P) dov— f f log op Y(P) dap > ©. 
®—Yo, (®— Yon) 


En effet cette différence est moindre que 


og 
[f ere 
f (0 —Yop,) 
Mais 
are OM, < M, P c OMn, 
OPS= JO Bas OP 
donc à l’extérieur de y,, 
oe OM, < M,P - OM, 
Te ? 


8 SI + 
One DT Pn 


> 


xt p d 
ce qui entraine que log yp op | tende vers zéro uniformément sur 


s 
A, 
; 
A 
az 
a 
ta 
na 
x, 


Ki a Nan Le 


he 


ÉTUDE DE L'ÉQUATION DE LA CHALEUR. 219 


(w— yp). Comme ff Y(M)ds a un sens, on conclut a la remarque 


annoncée. Mais alors, puisque 


V(M,)> g — 
( 2 [fs oP (dor. 


quantité de limite V(O), on obtient le théorème en vue : 

En conséquence : St V(O) estinfini, V(M)tendra vers + régulière- 
ment quand M + 0; 

St V(O) est Jin, il y a coincidence Fe V(O)] de la valeur moyenne 
en O et de la que petite limite en O, donc (voir n° 4) quasi-continuité 
en O. 


c. Donnons maintenant quelques critères de continuité en O; un cri- 
tère nécessaire et suffisant qui se prête aux applications est que 


JJ ene UCP) dep 


tende vers zéro avec le rayon o du cercle y, uniformément par rapport 
à M dans y,; ou bien qu’étant donné e > 0 on puisse trouver ¢ et 0’ 
(ee) tels que OM < 2’ entraine 


I 
SS log yp U(P) dop<e. 
e 


C’est ce qu’on démontrera aisément en s’aidant de la remarque faite plus 
haut (b). Une conséquence immédiate est qu’il y aura continuité en O 


pour f flog 35 (P)ds st elle a lieu pour { [108 sp 9(P) des où 0 
est au voisinage de O au moins égal à U(P). : 

D'autre part si 4(P) est au voisinage de O fonction de OP seul, il faut 
et suffit pour qu’il y ait continuité que V(O) soit fini: car on peut se 
ramener au cas d’un domaine w, cercle assez petit de centre O et il 
suffit de remarquer alors que V(M) coincide avec la valeur moyenne 
sur la circonférence de centre O et rayon OM. 


En conséquence : 
v= ff tog sp (P) dar 


sera continu en O, si, ¢(OP) étant une fonction continue de OP, au 
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moins égale à L(P) au voisinage de O, l'intégrale J J osape(OP) ds: 


a un sens. Comme application : si, au voisinage de O, 


YP) se (a<2), 


il y aura continuité en O de V(M). 


B. Supposons maintenant Y(M) de signe quelconque. On voit 
aussitôt que si J fosopl¥@)| as est fini, V(M) admettra en O une 


valeur moyenne égale a 


V(O)= ff tos sp HP) de 


avec la propriété de quasi-continuité en O; puis qu’une condition su ffi- 
sante de continuité en O pour 


V(M) )= f floes HP ) do, 


est que [fs | U(P)| ds, y soit continue 


On aura donc aussitôt des critères suffisants de continuité; par 
exemple, il y aura continuité si 


A 
Be ae (a< 2) 


au voisinage de O. 


10. Etudions maintenant sous les mémes hypothèses l'allure des 
dérivées du potentiel logarithmique V(M) quand M -> O. Laissons U(M) 
de signe quelconque. 

Généralisons la formule de Gauss relative au flux du potentiel lorsque 
la densité a une singularité. Censidérons un domaine à de frontière F 
formée d'un Sombre fini arcs (sans points intérieurs communs) à 
tangente continue. Lorsque (M) est continue et bornée sur , on 
sait que, en prenant ) = 0 à l'extérieur de w, 


AM 
8 SAR EEE 
(8) ps a a= nf à d(M) do. 


de , tie ea sut $e 
oni RS 
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Montrons que cela subsiste quand 4 admet une singularité en O 
non sur l', intérieur ou extérieur à SAN d|do ayant un sens. 


Isolons O, par un petit cercle y; si O est extérieur à 4, la partie de 
V(M) relative à y étant harmonique sur à, on est aussitôt ramené au 
cas où il n’y a pas de singularité; si O est sur à on décomposera encore 


V(M) en 
J J veneer) ae et Jf 1066 (Per, 


et il suffira de voir que les dérivées de la première portion tendent vers 
zéro avec le rayon de y, uniformément sur I’. C’est ce e qui résulte de 
leurs expressions 


fire ae ; 
deco )dop, où 


est borné quand M et P varient sur deux ensembles à distance non 
nulle. 


0 los y 


dx(ou y) 


af AON ; yee : 
Le flux f 7 ds tend donc vers zéro quand se réduit au point O, et en 
Tint 


Soe ry : fake ; ; 
considérant Ÿ comme la différence des fonctions Bs = Ÿ, on voit d’après 


le n° 9, lorsque TV est une circonférence de centre O et rayon p, et st 


frs or |U(P) | do est fint, que le flux tend vers zéro plus vite que 


log - 


Comme application supposons qu'au voisinage de O, Ÿ soit fonction 
de OP seul, à = 0( OP) et considérons la partie 


V.= ff os pyr (OP) dé 
RE, 


relative à un petit cercle y de centre O qui ne diffère de V que par une 
fonction harmonique à l’intérieur de y. V,, symétrique autour de O, 
est une fonction de OM = r et il résulte alors de la formule de Gauss 


(9) A ee, ee r) dr. 
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Par exemple si 0(r) = = (a < 2) on aura 


Vg ae ea 


sD dr RES 


D'autre part la dérivée de V, dans le sens perpendiculaire à OM est 
nulle; de sorte qu’on obtiendra une expression très simple de la dérivée 
dans une direction NUS et le maximum en valeur absolue est 


atteint pour les directions OM, MO, 
Reprenons a L quelconque. Il vient aussitôt, pour la dérivée dans 


une direction x 
dV 4 


Lorsque 
YP)I< = (a<a), 


I I 
es UMTS D 


On en déduit (') que: sia > 1, 


il vient donc 


dV 


B à 
Si > 
GS lm OM 
ae re 
dV I 
aie Cie ee 
>| SBlos om 
ds M 
Shore 1. 
dV ‘ 
Sey borné. 
ds M 


. & à > 
Dans ce dernier cas, on peut même montrer que pour toute direction s, 


(*) Voir le résultat général rappelé au Chapitre 1, n° 13, en note, sur 


Va ( I 1 
SS ee: 
OP* MP8 


PME TE RS. 
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il y a une dérivée en O égale a 


jee OP, 5) LP cle 


et que (=) est continue de M en O. 
ds 


= 


11. Appliquons maintenant cette étude du potentiel logarithmique à 
celle de la solution de notre problème de Dirichlet au voisinage de O, en 
utilisant l'équation de Fredholm établie plus haut : 


(6) w(M) + Se ff GOM, P) e(P) u(P) dap= 4 (M) 
On décomposera 


Jf [Ets Pye(P) uP) der en — f fous, Pe(P) u(P) dow 


harmonique sur Q et J {08 srs le(P) u(P yds, potentiel logarith- 
$s 


mique du type précédemment étudié avec la propriété que 
I =. 
J fesople Pye?) | dap 
est fint. 


A. On obtient alors aussitôt pour u les propriétés, en O, de la valeur 
moyenne et de la quasi-continurté et l’on voit de plus que 


(11) tm(0) + 2 ff GO, Pc wer \dop=_h(O) (1). 


Si la distribution est 20 sur Z on retrouve aussi la propriété que la 


plus grande limite en O est égale à ,(0). 
D'autre part pour tout petit domaine 6 de contour T entourant O et 


formé d’un nombre fnt d’arcs à tangente continue (sans points inté- 
rieurs communs), il vient grâce à la formule de Gauss (8) 


(ra) se qf [eM uMydra— f [duds 
Tint 


(1) Ceci peut d’ailleurs s’obtenir sans Pétude précédente du potentiel logarith- 
mique, seulement avec le n° 4 du paragraphe IT et l'équation de Fredholm (6). 


Voir pour cela, le Mémoire des R. di Palermo (loc. cit.), n° 13. 
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Ce flux iP = ds tend donc vers zéro quandT se réduit au point O; et sil 
Dino” 


est une circonférence y, de centre O et rayon p, iltend vers séro plus vite 
4 
que. CO) 
log - 

Cette formule (12) peut d’ailleurs se généraliser de la façon suivante : 
soient au voisinage de O deux coefficients c,, c,, 20, continus saufenO, 
et deux intégrales bornées correspondantes w,, u, ; avec le contour I 
du domaine à, on aura 


(13) [fc Au, uAu)de= f f(e—cmude 


du, du 
fot mia 


Considérons un domaine Q de type D, dans le voisinage considéré, 
mais où à soit complètement intérieur, et marquons sur la frontière X 
les valeurs que prennent uw, et u,. Reportons-nous au second procédé 
de passage à la limite (vour n°2) qui fournit w,, u, comme limites des 
suites (4, h», (Us), Correspondant aux coefficients continus (c,),,(c:), 
égaux ac, etc, en dehors du cercle y... On aura 


ff Cee aG us AGe de ff Cer n= (Ca)n] te Ja ta) de 


EE; we tee du )n 
=a J [ads = — (us}n in Jas 


Sans développer la démonstration du cas général, a partir de cette 
formule et grace à (12), j’observerai que l’on conclut aussitôt dans le 
cas \c¢; == ca en prenant (c: == (Ca hr 


B. À côté de ces résultats généraux, donnons-en d’autres plus précis 
en particularisant c(M), et définissons u(O) comme égal à u,(0). 


(1) Cette propriété peut s'établir par un raisonnement direct simple à partir de 
: QE I 
(11) et du fait que His logope(P) u(P)do a un sens, donc indépendamment 


aussi de l'étude des n° 9-10. Voir R. dei Lincet (loc. cit.), 2 février 1930, vol. XJ, 
Pp. 270-272. 


NOTE 
€ L 
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5 A | 
a. Sic(M)<— (o<a< 2)ona 
(M) Sz (oSa-< 2) on aura 


B 
c(M a aoe 
je(M) u(M) | — 


Donc il y aura continuité en O et de plus, pour les dérivées du, 


= : 
SR TES 


ds 


du R 
‘SES = D 
TS En Mas 
se = I, 
du I 
| —= | S$ Rlog OM? 
À ds 
Sie << ENG 
du : 
— | est borné, 
ds 


et dans ce cas la fonction u continue en O y admettra même des dérivées 
premières continues; on aura le droit de dériver sous le signe { fee (6) 
méme en O. 


B. Sr au voisinage de O 
2 
= 2 5 
e(M)2 Ore (> 0) 


on sait (n° 5) que toutes les intégrales s’annulent régulièrement en O 
de sorte qu’il y a continuité en O. 

Signalons que cette propriété de nullité en O, qu’il suffit de voir 
pour une intégrale wu >o résulte aussi de ce que [few do a un sens et 


de la propriété de la valeur moyenne, ou bien de la quasi-continuité de 
u en O; car il y aurait contradiction si u,(0) > 0. 

On sait même que, au voisinage de 0,|w|< AOM?, de sorte que, si 
À < 1, il y aura en O, dans toute direction, une dérivée qui sera nulle. 
En faisant des hypothèses plus restrictives sur c, on aura, d’après le 
n° 5, des précisions sur l'allure de u donc de cu, et par suite des 
dérivées de wu. 

Par exemple si, au voisinage de O: 
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on aura sur ce même voisinage 


ju|SA.OM, d'où |cu[SA=EË 


Donc, si À >1, continuité en O des dérivées premières qui s'y 


annulent, et dérivation possible en O sous Be 


‘ 


si À = I, à 
7 I 
Fre <Rlog oy; 
ds 

Sika 

< : du I 

rs — 
he OM!-@ 


etc. 


12. On peut compliquer un peu le probléme fondamental du para- 
graphe I en imposant à l’intégrale d’avoir ailleurs qu’en O une ou 
plusieurs singularités logarithmiques données. La question est facile à : 
traiter par divers procédés (passage à la limite par isolement de O, ou 
introduction des singularités logarithmiques par la méthode alternée). 
On pourra en particulier introduire la fonction de Green généralisée G. 
du domaine initial (encore symétrique) puis établir la formule de 
Green généralisée (11) du Chapitre I dans le cas actuel d’une singula- 


rite de c (!). La formule 
uP) [ u(M) S225 Do, 
Zint 


n’a de sens que pour P sur (Q — 0); nous examinerons au chapitre 
suivant ce qu’elle devient lorsque P vient en O. 

Je n’ai considéré qu’un problème de Dirichlet «intérieur ». On peut 
se poser des problèmes analogues pour un domaine non borné. En 


(*) On raisonnera comme au n° 12, en isolant O par une petite circonférence Yo 
et l’on remarquera que 


dG, 


fe | my = GM, P) FE | su = 0 
Le ext 


Tee 


d’après la formule (13). 
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particulier le « problème extérieur » est celui relatif à un domaine tel 
que les points du plan qui nelui appartiennent pas forment un ensemble 
borné contenant des points intérieurs; une inversion par rapport à 
l’un de ces derniers O nous ramène au premier problème, O étant sin- 
gulier pour c. On peut aussi étudier le problème relatif au plan entier 
-avec des singularités logarithmiques données. Dans les deux cas l’inté- 
grale doit seulement être bornée à l'infini. Le « point à l'infini » joue le 
rôle d’un point singulier pour c et l’on peut d’ailleurs introduire un 
nombre quelconque de points singuliers de c. Je renvoie pour tout cela 
au Mémoire des R. di Palermo (loc. cit.), où l’on pourra élargir les hypo- 
thèses qui y sont adoptées grâce au Chapitre I, en particulier remplacer 
la condition c > o par c20, mais non partout nul dans le cas du plan 
entier. I] apparaît une distinction intéressante entre ce cas et le cas 
harmonique. Je signale aussi la particularité que présente l'équation 
de Fredholm équivalente au problème du plan entier : c’est que la 
«valeur moyenne» à l'infini de la solution apparaît d'elle-même au 
second membre de l’équation sous la forme d’une constante additive. 


13. L'extension de tout ce paragraphe III aw cas de n dimensions 
comporte peu de changements. Signalons que dans l’étude du potentiel 
« newtonien » 


V(M)= f ——¥(P) der 


l’exemple qui correspond a celui de 


Ip(P) Is == (oSa<2) 


sera 
CES (26 =< 1), 


Il y aura continuité en O et les mêmes trois cas à examiner #21 pour 
les dérivées. Dans |’application à l’étude de l'intégrale ¢, il n’y aura a 
reprendre que les résultats relatifs aux formes particulières de c et les 
modifications sont faciles. 

Quant au n° 12, il y a au contraire une différence importante pour 
les problèmes relatifs à des domaines non bornés. Cela vient de la diffé- 
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rence des allures à l'infini de log où et et de ce que la transfor- 


mation de Lord Kelvin change la fonction. Je parlerai à la fin du cha- 
pitre suivant de l'allure des intégrales bornées aI’ infini (c 20 continu 
à distance finie) dans l’espace an > 2 dimensions. 


CHAPITRE IL. 


INTÉGRALES NON BORNEES AU VOISINAGE D'UN POINT SINGULIER DE c(M). 
SOURCE PONCTUELLE SIMPLE. EXTENSION DU PRINCIPE DE PICARD (1 


I. — Intégrales bornées dans un sens et notion de source 
ponctuelle simple. Forme nécessaire des intégrales. 


1. On considérera toujours l'équation au sens généralisé 
(1) Au = cu Cora 


où c est définie et continue au voisinage (6 — O) de O singulier et l’on 
se placera d’abord dans le cas du plan. A la base de l’étude des inté- 
grales bornées dans un sens, par exemple inférieurement, est le théo- 
rème de décomposition qui suit : 


Toute intégrale de (1) non identiquement nulle au voisinage de O et 
bornée in férieurement est la somme d’une intégrale >0 et d'une intégrale 
bornée en module; donc (*) elle est soit © 0, soit la différence d’une 
intégrale > o et d'une seconde intégrale > o et bornée. 


Soit Q de type D, sur lequel e(M) est continue sauf en O intérieur, 
et bornée à la frontière L; uv, intégrale sur (Q — O) bornée inférieu- 
rement et prenant des valeurs en distribution continue sur X. Soit ¢ 
l'intégrale de module borné prenant ces valeurs sur ©; u — + est inté- 
grale bornée inférieurement et nulle sur X; il suffira de voir que 
u — 620. En effet: 


(*) Une grande partie des résultats de ce chapitre ont été publiés dans trois 
Notes des Lincei, loc. cit., 1°" sem. 1930, vol. XI, fase, 3, 5, 9. 

(?) Car, ou bien elle est bornée, cas connu: on bien elle ne l'est pas et le 
premier terme de la somme, étant 20 et non identiquewent nul, sera > 0. 
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St une intégrale w de (1) sur le domaine (w — O) est limitée in férieu- 
I à ; . 
rement par — A —elogpy (A > 0, € > 0), où A est une constante fixe 


et e une constante arbitraire, et si elle s'annule sur la frontière de w, elle 
est partout20. 


C'est ce qu’on voit par un raisonnement du type Zaremba. D étant 
le diamètre de w, considérons 
fat Sey rane : 
Y J=nlog ou Cis oO) 
étant fixé, on pourra trouver une circonférence y, de centre O arbi- 
trairement petite sur laquelle (— s) <9. Mais alors sur le domaine 
Cut CPE 
A(w+o)=c(#w +9) —ce où (— co)<o, 


tandis que s+ prend sur la frontière de ce domaine des valeurs 
déterminées >o. D’après la propriété d’impossibilité de minimum <o 
(voir Chap. 1, n° 6), on aura sur (w — Y,), w + 920. 

En tout point déterminé de (w — O) on aura donc w2—9 où 9 a été 
choisi avec un n arbitraire. Il s’ensuit bien #20. 


2. Dans le cas des fonctions harmoniques on connait l’allure des 
intégrales bornées dans un sens au voisinage d’un point singulier. 

M. Picard a démontré très simplement, en utilisant les fonctions 
analytiques d’une variable complexe (‘), que si u(M) harmonique au 
voisinage de O, sauf au point O, est telle que u(M) > + x quand 


OM — 0, u(M) est de la forme 


A log OM + fonct. harmonique enO . (A— const. >0). 


La même démonstration légèrement retouchée montre même que si u 
est harmonique et bornée inférieurement au voisinage (w — O) : 


u = À log y + fonct. harmonique en O (A 20). 


(:) Comptes rendus, t. 176, avril 1923, p. 933, et Bulletin de la Soc. math., 
t. LIL, 1924, p. 162. 
Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — Jomiet 1931. 29 
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On en déduit aussitôt la proposition plus générale qu’on pourra appeler, 
à l'instar de M. Bouligand, principe de Picard ou bien principe des 
singularités positives. 


Si u(M) harmonique au voisinage de O sauf peut-être en O est telle 
que, en ce voisinage : 


“ 


u(M)> logo + const. (a const. quelc. même < 0), 


elle est de la forme 


6 log + fonct. harmonique en O (= const.) (4). 


i 
OM 
Il suffit de considérer la fonction u— 2108 aq harmonique et bornée 


inférieurement. 


3. L'étude des intégrales de (1) bornées dans un sens est étroite- 
ment liée à la notion de source ponctuelle de chaleur. Lorsque, à propos 
del’équilibre thermique de la plaque rayonnante, régi par l’équation(r), 
on s’est occupé de cette notion, on s’en est toujours à peu près tenu, 
me semble-t-il, à prendre le cas d’un point O régulier de c et à iden- 
tifier cette notion avec celle de singularité logarithmique pour l’inté- 


5 du : 
grale (*); dans ce dernier cas, f — ds, flux à travers un contour y entou- 


; dn 

rant O, a une limite finie déterminée quand y se réduit au point O dans 
une suite quelconque de contours (*). Mais je ne pense pas que l’on 
ait étudié le problème inverse de la détermination de la forme de « 


du oA. : Re nes . 
sachant que [ ds a une limite déterminée, propriété qui correspond 
À dn 
à l'intuition physique de source ponctuelle. 


Je vais résoudre ici la question pour le cas des intégrales bornées 


(') D'autres démonstrations ônt été données ensuite, qui s'appliquent au cas 
de l’espace à n dimensions. Voir Srozex, Comptes rendus, 9 mars 1929, et 
Annales de la Soc. Pol. de Math., 1925, p. 51. — Bourticanr, Mémorial. XI, 
Chap. VII, et Annales de l'École Normale, mars 101. 

(*) Voir par exemple Ouvrage de Picarp, loc. cit., Chap. X. 

(*) Voir Chap. I, n° 12. 


1 it 
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dans un sens, en me plaçant même dans le cas d'un point O singulier 
pour c. 


Je dirai que pour une intégrale w de (1) sur le voisinage (w — 0), 
O est source ponctuelle simple si : 


1° west bornée dans un sens; 

2° pour toute suite de BRIE simples de Jordan y, entourant O, 
formées d’un nombre fini d’arcs à à tangente continue, y, se réduisant 
à O quand n-> + (!). fe — ~ ds a une limite finie ou infinie ®, indé- 


Yan © 
pendante de la suite y,, et qu’on appellera flux de la source O. 


La source sera dite finie ou infinie suivant que le flux est fini ou 
infini. 

D'après le chapitre précédent (n° 11), pour une intégrale bornée en 
module, O est source simple de flux nul; et d'autre part l'intégrale 


f fax da =) fe do 


a un sens. On en déduit, comme on va voir, le théorème fondamental : 


Pour toute intégrale bornée dans un sens, O est source simple ; le flux ® 
est 2 o ou SO suivant que l'intégrale est bornée inférieurement ou supé- 
rieurement (source respectivement chaude ou froide); et il n'est nul que st 
l'intégrale est bornée en module. 


Prenons le cas de l'intégrale bornée inférieurement et traçons un 
petit cercle y, de centre O. Retranchons de l'intégrale l'intégrale de 
module borné prenantles mêmes valeurs sur y,; on obtient ainsi (n° 1) 
une intégrale v2o s’annulant sur y,, il suffira d'établir que si vu = 0, 
donc non borné, ® > o. 

Considérons un cercle y, concentrique plus petit que y, et une 
suite de cercles y,, concentriques de rayon 9, — 0. Par une formule de 
Green, il vient pour la couronne D. 


TROY O, 


ips cuda = ff a), eS Ree ef as 
D. Dy © Yr'int dn Ye, int Ae 


YRS Y0n 


(1) C'est-à-dire que la distance maximum de O à y, tend vers zéro quand 
n— +. 
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à En ee CU 
Faisons tendre R’ vers R; d’après l'existence et les propriétés de ae le 


long de y, (voir Chap. I, n° 11) : 


du du 
ME cu ni à a s+f in JS: 
Dvn, Yen int n° . Yen int an 


Donc, pour n > +, 


Gas, on AR el ds 
Yeni late 


ip du ds > o à cause de u > o (voir Chap. I, n° 14). 


R int 
Prenons maintenant une suite de courbes y, (définition de la source 


simple) et soity, contenant y, ettel queo, -> oavec = + D'après l'égalité 


al Au do — he alae sf on ds, 
ane am dn 


{nr Yn 


sf: a ds est au moins égale a [RS = “ds et , lorsque ifr cu do est 
Yn int int 


Yon Yr 
fini, la différence tend vers zéro. On conclut aussitôt. 
Soulignons que, pour que O- soit source simple finie, il faut et suffit 
À P q : ? 
que u soit bornée dans un sens et que l'intégrale 


[fav da=f fou do 


ait un sens. Alors à étant un domaine contenant O, limité par une 
frontière À, formée d’un nombre fini d’ares à tangente continue et sans 
points intérieurs communs : 


ff aude = [ feu ds ah ds + ®. 


int 


4. Dans le cas harmonique, pour toute intégrale bornée dans un sens, 
0 est source simple /inze, et si D est le flux, l'intégrale est de la forme 


Os ere O 
—— 109 —— + foncl. ar 1 
sa 80M C lal monique en & 


: 


4 
"4 
7 

. 
A 
a 
= 
È 

» 


Pan SO ke le Wee EN de GE da x 
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© 


Nous allons voir comment cela se généralise pour l'équation (1) et 
les sources fines. Nous nous ramenons par le théorème de décompo- 
sition au cas u>o. Cherchons donc la forme des intégrales u>o0 


de (x) telles que 
[fau da feuds 
ait un sens. 


_ Considérons un petit cercle y de centre O et l'intégrale 


J frere u(P) dap. 


En nous reportant aux propriétés du potentiel logarithmique (Chap. II, 
n® 9-10), nous voyons successivement que 


; I 
ul + se J J 8p eth) CP) 


est sur le domaine (y —O), positive et harmonique, donc (n° 2) de la 
forme 


A log OM + h(M) (A 20), h(M) harmonique méme en O, 


puis en considérant le flux à travers une petite circonférence y, de 


centre O et rayon 0 > 0, que ® = 272A; on retrouve ainsi la propriété 
que ®20 et même > 0 si l’intégrale w n’est pas bornée; et il vient : 


(4) wae ] J'me c(P) u(P) dop— À hog aug + (M): 


u est donc de la forme /(M)log OH où f20, donc / >o (puisque u >0o) 


et bornée. | 
En prenant les valeurs moyennes sur une circonférence y, de 
centre O et rayon p > o on voit de plus que /(M) admet une « valeur 


moyenne » en O égale à et comme d’après (4) sa plus grande limite 
21 


en Oest au plus égale à — ia —, elle lui sera juste égale. D'où le théorème : 
27 


Si pour l'intégrale. u >> o au voisinage de O, O est source simple finie 


230 MARCEL BRELOT. 
de flux ®, u est de la forme 
v= F(M) log aay? 


où f bornée > o admet une «valeur moyenne » en O, fm(O) et une plus 
= | RE , 
grande limite, f(O) égales à pe: é 


1 1 
fn(O) =fOQ)= => 


27 


de sorte qu’il ya quast-continuité de f en O. 


On retrouve alors la propriété que si ® = o, u est bornée parce que 
u 


———> 0 avec OM, ce qui suffit (Chap. II, n° 1); c’est aussi une con- 
log OM 
séquence immédiate de (4). 

On passe aussitôt au cas le plus général de la source simple finie, par 
exemple chaude : toute intégrale correspondante doit alors étre au voist- 


nage de O de la forme f(M)log ou où f admet une « valeur moyenne » 
fmn(0 ) et des limites plus petite [/(0)] et plus grande | (0) | telles que : 


Il y a pour f quasi-continuité en O; f s’annulera régulièrement en O 
si la valeur moyenne fn(0) est nulle; c’est le cas où |u| est bornée. 

D'après ce qu'on sait des intégrales bornées, on voit que w vérifiera 
encore une équation du type (4) 

Cela permet d'étudier le cas mute 


\ 
M Fos —.9 
c( eae (OS x <a); 
Alors 
B 
E(PJiufP)]s La Gr 
| )u(P){< mae (o<a<B<2) 


, par suite (Chap. II, n° 9), J Log pr CP) (P) doy est continue 
de M même en O; de sorte que wu est de la forme 


1 0] I 
ne log OM + fonct. 9(M) continue en O, 


LA te: 


L 172, 


a PP An ee 10 à: Sy a ee eee ys TUE a hie f. 
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et 0(M) satisfait à l’équation intégrale 
5(M) + moe 


=i) ff gp CP) log os dav. 


On en déduit aisément, après dérivation, des limitations de l’ordre de 
croissance des dérivées de 0. En particulier, si «< 1,9 admettra des 
dérivées premières continues en O. 

Ajoutons que si c est continue en O, la différence de deux intégrales 
pour lesquelles O est source simple finie de méme flux est bornée en 0, 
donc (Chap. H, n° 1) y est régulière. 


5. Passons au cas de la source simple infinie; je vais montrer que 


u est alors de la forme f(M) logon où f(M) possède en O une «valeur 


moyenne » infinte, égale à + ou — + en même temps que le flux et 
suivant que w est bornée inférieurement ou supérieurement. 

On se ramène aussitôt au cas uw >o; traçons une circonférence y, 
de centre O et rayon ¢, et montrons que 


iby I ; 
=f u ds |» 
dal 


log e 


~? 


quand p + 0. 


Considérons la couronne circulaire limitée aux deux cercles concen- 
triques, y, variable et +, fixe. Appliquant la formule de Green (n°4 du 


Chapitre L) à ce domaine D,,, et aux deux fonctions u et log rai il vient 


du need es 
[ log Sc utP) ) dap + log an ee ASE AJ ds 


int 


10 I 1 à 
tas ds — { log cu do +0, quand p +0 
Die 
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ou encore que 


E= oS [res =f L cu do = [ log op cu de | —>+ 00. 
log — MR DA Dre 
p 


Introduisons un cercle y,,, intermédiaire entre y, et yx; le crochet est 


au moins égal a 
cu do — log = mas cu da — log — | f cu do 
Dp D 


log. de 
D Bt 


Ke 
(8: ~ — log =\ ff cu do = log — Ps AS cu do. 
D Da ei 


Prenons par exemple ¢, — 45: on voit que le crochet est au moins 


sloss ff cu do; 
Paye 


Bes ff cu ds +0 quand po. CG. Q. F. D. 


ou 


A1 
égal à 


donc 


2 , 
Dre 


Ainsi toute intégrale bornée dans un sens est de la forme f(M) log ow? 


° La x ® L4 
où f(M) admet une valeur moyenne en O toujours égale à 57 Ÿ étant 


le flux de O fini ou infini; et | f(M)| est borné ou non suivant que la 
source est finie ou infinie. 


6. Extension à l’espace à n dimensions. — Extension immédiate du 
n° {. Au n°2 la démonstration citée de M. Picard ne peut évidemment 
s'adapter, mais l'énoncé du « principe de Picard » s'étend cependant(') ; 
et l’on 1 peut, suivant M. Stozek (loc. cit.), le démontrer de façon élémen- 


() M. Picard a établi pour l’espace le théorème analogue à celui qu'il a donné 
dans le plan, c'est-à-dire en supposant que la fonction tende vers + quand 
M-> O singulier. Mais sa démonstration (Comptes rendus, t. 176, p. 1025, ou 


Bull. de la Soc. math., loc. cit.) ne peut s'adapter pour lope l'énoncé de 
forme plus générale et dont on a besoin. 
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taire en utilisant seulement la formule de Green et des domaines 
limités par des sphères; la méthode peut s’appliquer au cas du plan et 
fournit d’autre part un énoncé un peu plus général. 

Le-n° 3 s'étend aussitôt, sauf l’interprétation physique; au n° 4 on 
changera aussi le facteur 27 en [(n—2)s,] et il faudra reprendre 
l’étude du cas particulier qui termine et qui ne s’étend pas tel quel. 


On conclura que u est de la forme JO) = où f est continue 
OM 


en O et mieux de la forme 
@ I 


+ 4(M), 


2 


| (an —2)s, OM. 


où |9(M)|, dont on obtiendra aisément des limitations suivant les 
; . . . I 
valeurs de n, est toujours d’un ordre de croissance moindre que ——-5 
; OM 
et vérifie 
I I 


——n-2 


(nm — 2)Sp + MP 


0(M) + c(P)up) dap — fonction harmonique. 


Soulignons que pour n = 3, «<1, 0(M) est continne en O. 

En dérivant l’équation précédente on obtiendra une équation four- 
nissant des limitations pour l’ordre de croissance des dérivées pre- 
mières de 0. 


ll 


En particulier on aura toujours |”; el OM ->o avec OM. 


On verra encore que si c est autos la différence de deux inté- 
grales correspondant à un même ® est régulière en O. 

Quant au n° 5 concernant les sources infinies, il s'étend aisément 
au cas 223; les logarithmes seront remplacés par les puissances 
(n—2) des mêmes quantités, et à la fin de la démonstration on 


prendra par exemple p, = 2p au lieu de p, = Vp. 


II. — Problèmes de Dirichlet. Questions d'existence et unicité. 


7. Un problème tout naturel pour le cas de la source finie est le 


problème de Dirichlet suivant : 


Soit le domaine Q de type D, sur lequel c(M) est définie et con- 
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i 


ne oe ; Bakes ce a pour lune le 
= 


nie de O7 nie de 
Dans le cas harmonigue, il vi aun 


a8, Lie c J 173 on : ey ‘ 
PRG ate #0, D hab, es 


me 


S 
x 


© Dans Le cas sos ah not a + ie oblate équive it à tr 
une fonction w continue sur (Q — 0), bornée dans un sens, de module 
borné à la frontière X, intégrale de l’équation 


(5). AU P)e(P)n(P) der ©. G0, M) + A(M). 
_ L'existence ne peut dépendre que de 1e de c au voisinage de O et 
_pas de Q, de la distribution ou de ®; car pour qu’il existe une solu- 
tion i faut et suffit qu'il existe une intégrale au voisinage de O pour 
| laquelle O soit source simple finie de flux non nul. La condition suffit en 
effet car on obtiendra aussitôt une intégrale au voisinage correspon- 
dant au flux PA 0 donné et, traçant deux petites circonférences de 
centre O, on pourra ensuite par le procédé alterné en déduire 1 une 
solution cherchée dans Q. 


Les deux cas d'existence et non-existence sont Site possibles : 


dans le cas c =o il y a existence ; au contraire si 2 = (A> o), ily 


a impossibilités s sinon en ameter une intégrale u ae log ON a 0, 


f few do aurait un sens et par suite, 44, désignant la valeur moyenne 


de / (M) sur la circonférence de centre O et rayon r, 
RK R Fr 
1 I I 1 , 
i) 3 log = brr ar f log 7 Br dy. (où p, + ® Yo quand r + 0) 


aurait une limite finie pour r= o, ce qui est faux. 
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Lorsqu'il y a existence, elle est unique: il suffit de se placer dans le 
cas d’une distribution nulle et de ® > o et je vais montrer que la solu- 
tion qui est > est la limite d’une suite de fonctions qu’on peut for- 
mer en connaissant seulement Q, cet ®, ce qui prouvera l’unicité. 

Considérons une suite de couronnes circulaires de centre O (y,,, y,, ) 


(op, < Pn) telle que p,4, 9, et que 0, +0. Définissons sur Q, c, 
continue telle que : 


Cn=C à l'extérieur de y,,, 


Cn < ec dans la couronne Yenr Yo! 


Cn—O© dans le cercle yo’. 


On peut former, grace au procédé alterné, une intégrale u, de 


Au = c,u sur Q prenant la valeur o sur X et, au voisinage de O, égale 


. ® I 5 : 
à —log — +f. harm. Comme c, est non décroissante, u, est non 
QUE OM 


croissante : en effet, en tout point de (Q—0):0<u,<hu,,, quel 
que soit À > 1 comme on le voit en isolant O par un petit cercle. u, 
aura donc une limite sur (Q — O,) intégrale de Au — cu et s’annulant 
sur À (conséquences du théorème de Harnack généralisé sous forme 
réduite) et cette limite sera de la forme au voisinage de O: 


(N o res 
9 — f(M) log OM’ 


où f(M) est 20 et de plus grande limite en O au plus égale is. 


Mais nous avons supposé l’existence d’une solution w; on voit en con- 
sidérant Aw, avec À arbitraire >1 que u,2u. Donc v2 u, ce qui impose 


que f (M) ait comme plus grande limite en O justement celle Me 


A 


de ———-; set u sont donc des intégrales pour lesquelles O est source 
log a” 
OM 
simple finie de même flux ; donc ¢ — w est une intégrale 20, pour 
laquelle O sera source simple de flux nul; et comme —  s’annule 
sur 2 il vient e =u, ce qui établit notre théorème. 
On remarquera que s’il n'existait pas de solution uw, la même suite w, 
devrait tendre vers zéro sur (Q — O); sinon s non partout nul ne serait 
pas borné ; comme c’est une intégrale pour laquelle O est source simple 
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finie, le flux correspondant serait non nul, ce qui contredit l'hypothèse 
de non-existence. 


Conséquence : La différence de deux intégrales au voisinage de O 
pour lesquelles O est source simple finie de méme flux est bornée 


en O. . 7 


Cas particulier d'existence : 


(MS  CSa<o). 


OM 


Il n’y a qu'a voir que la suite u, de la démonstration qui précède ne 
peut tendre vers zéro. Or 


© 
u(M) + xf fou, P)en(P)un(P) der © G(0, M), 
a Q . 


où, puisque 
A I 
Cn(P)< —— (a <2) et üUn< B log —— 
OP. OM 


au voisinage de O, la fonction de M, ff est bornée relativement à n 
J Ja 


et M voisin de O. 

Vu la forme du second membre, uw, (M) est donc, dans un voisinage 
assez petit de O, supérieure à un nombre fixe arbitrairement choisi, 
indépendant de w. D'où la conclusion que w, ne tend pas vers zéro. 

On a vu (n° 4) que l'intégrale solution doit être de la forme 

@ I 


— log 


2x ° OM saetye 


où §(M) est de module borné et admet même, si « < 1, des dérivées 
premières continues en O. 

Lorsque c est continue en O, on obtient donc le théorème d'existence 
etunicité pour le problème de Dirichlet avec singularité logarith- 
mique donnée, posé au Chapitre I, n° 42, et cela par une voie indépen- 
dante de la théorie de Fredholm et qui s’étendra aussitôt au cas de 
l'espace à n dimensions (voir plus loin, n° 12). 
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8. Indiquons brièvement des propriétés de la solution du problème 
précédent lorsqu’il est résoluble. 

Rappelons-nous le théoréme de décomposition (n° 1) et remarquons 
d’autre part que, dans le cas d’une distribution nulle, deux solutions 
du probléme (7) sont dans un rapport constant égal a celui des deux 
flux. Donc pour une distribution quelconque, la solution est fonction 
linéaire de ®, de coefficients égaux respectivement à l'intégrale bornée 
prenant sur Ë les valeurs données et l'intégrale s’annulant sur X et 
correspondant à une source O simple de flux 1. 

On a done ainsi aussitôt des propriétés de la solution considérée 
comme fonctionnelle de la distribution ou de ®. Pour étudier la solu- 
tion comme fonctionnelle de con prendra le cas de la distribution nulle 
et de ® > 0 puis on utilisera le passage à la limite dela démonstration 
du théorème d’unicité. 


Lorsque le problème est possible pour un c, tl l'est pour tout autre c au 
plus égal; et quand la distribution est 2 0 et ® > 0, une diminution de c 
quelque part entraine une augmentation partout de la solution. 


Le passage à la limite fournit la propriété avec égalité possible. On 
complète grace au n° 7 (Chapitre I). 

En ce qui concerne la continuité de la solution comme fonctionnelle 
de c(M), il vient avec une distribution nulle et ® © 0, en raisonnant 


comme au n° 10 (Chapitre I) où v. serait remplacé par ©.G (0, P): 
, @ ; 
a mt 5 ff ide Cool 5 GO, P)G(M, P) dap, 


Fixons MZ O : on peut disposer de la couronne (y,,; Y;, ) en pre- 
nant o, assez voisin de p, pour que la partie de l'intégrale relative à 
cette couronne tende vers zéro quand n > +. Il vient alors 


| (4 )u— (Ushnl< aw Le FF, bec) GO, P).G(M, P) dop + En». 
le Ore, (O-¥e,,) 


On en déduira aisément que, dans le champ des c pour lesquels ul 

existe une solution, on aura pour une distribution quelconque et un 
ET s : Il 

flux donné ® fini l'extension des formules (10) —(10') — (107) du 
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Chapitre I, c’est-à-dire, avec uniformité sur (Q— O), 


|du| SA / f fer dg si fer do est fini 
Q Q 


| du |< B max | dc |, 


où A et B sont indépendants des c(et de M sur Q), enfin pour des c 


. LY ’ 
bornés par un nombre fini : |¢u| — 0 avec i; [oc|do. 
Q 


9. Généralisation du procédé de passage à la limite. — Supposons que 
dansle cercle y, de centre O et de rayon r, + 0, on rende c continu en O 
sans augmentation possible; soit, pour le c obtenu, 4,, et une distribu- 
tion continue quelconque fixée, la solution +, du problème relatif à une 


singularité logarithmique en O égale à == ~o. Lorsque n ++, 


u, tend uniformément sur tout ensemble fermé de (Q + X— QO) vers 
la solution du problème de Dirichlet, soit relative à une source simple 
de flux D, soit bornée en module, suivant qu’il existe ou non des inté- 
grales correspondant à une source simple de flux fini non nul. 

On se ramène aussitôt au cas de la distribution nulle et de D > 0. 
On considérera alors une suite de couronnes (+,, y.,) du n°7 telle que 


, 
on 


Dna Pia 
Ainsi 
Cae Ne oi 
, 4 
d’où 


PURE 


où # est la limite de la suite w, du n° 7, limite nulle on non suivant 
les deux hypothèses de l’énoncé. D'où le théorème. 


10. Ce théorème de passage à la limite, même pris sous sa forme 
réduite du n° 7, permet d'établir l’équivalence remarquable du cas où 
il existe des intégrales pour lesquelles O est source simple finie non nulle 
et de celui où toutes les intégrales de module borné ne s'annulent pas 


régulièrement en O, ce cas équivalant à dire qu'il existe une inté- 


grale >o bornée de valeur moyenne en O non nulle ou bien que toute 
intégrale > o bornée jouit de cette propriété. 
Soit l'un petit cercle fixe de centre O et, correspondant à Vectra 


ny 
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l'intégrale régulière u, prenant la valeur r sur I et de limite w, et 
l'intégrale U, = G,, (M, O) fonction de Green généralisée relative aI. 
Soit [cercle concentrique un peu plus petit, on sait que 


se Or TEL dGx, du» 
Ua ess mele ie oe Gx, 6 ass. 


Quand nr > +, u, (O) +u,(O) valeur moyenne en O de u 
(voir Chapitre-Il, n° 4), et G, (M, O)=U, a une limite U, soit nulle, 
soit > 0 et correspondant alors à un flux 27 de O. La convergence est 
uniforme sur tout domaine complètement intérieur à (T — O) et il en 
est de méme des dérivées premières. Donc : 


Un(OŸ= =f (« aay = U in) a 
AT pri dn dn 


Faisons tendre I” vers I’. D’après ce qu’on sait des dérivées normales 
à la frontière (voir Chapitre 1, n° 11), il vient : 


HO) Le ae 
27 Pin, 2” 


dU eK 
où — est > o lorsque U > 0; on conclut aussitôt. 


Définissons la fonction de Green généralisée en O, G.(M, O) pour le 
domaine 2, comme égale à o ou à la solution du problème de Dirichlet 
du n° 7 pour une distribution nulle et un flux 27. Alors la démonstra- 
tion qui précède, légèrement modifiée, fournira le théorème suivant 
qui complète la formule de Green du Chapitre If, n° 12: 


> étant formée d'un nombre fini de courbes simples de Jordan sans 
points communs et à courbure continue, soit u l'intégrale bornée du 
problème de Dirichlet correspondant à une distribution continue quel- 
conque ; alors, pour sa valeur moyenne en O, 
I dG,(M, O 

Um(O)= — pee) 


7 dsy. 
27 J Sine Fe 


Le théorème d'équivalence énoncé plus haut est d’ailleurs une 
conséquence de la symétrie de la fonction de Green G.(M,P). Repre- 
nons le théorème du passage à la limite même sous sa forme réduite 
du n°7, avec une distribution nulle et un flux 2%. 
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On aura en M, O0 
Gr, (Moy 0) = Gi, (0, M), 


d’où en passant à la limite, par des raisonnements faciles, 


G(M,, O)= val. moy. en O de G.(P, M;), 


où G.(P, M,), fonction de P, est intégrale > o au voisinage de O. 

Et le théorème d'équivalence équivaut à exprimer la symétrie de 
G.(M,P) quand l'un des points est O, à condition de prendre en O la 
valeur moyenne. ; 

On voit comment cela permettrait de faire autrement l’étude de 
la solution du problème de Dirichlet du n° 7 comme fonctionnelle 
de c(M), en étudiant la valeur moyenne en O de G.(M, M,) comme 
fonctionnelle de c (voir Chapitre H, n° 12). 


11. Le problème de Dirichlet du n° 7 n’a donc pas toujours de solu- 
tion. Mais en considérant les intégrales bornées dans un sens sans les 
astreindre à correspondre à une source /inte, on a le théorème d'exts- 
tence général suivant : 


Étant donnée sur la frontière du même domaine Q une distribution con- 
tinue quelconque, il existe sur (Q — O) une intégrale bornée dans un 
sens (qu’on ne fixe pas), prenant les valeurs données sur Ÿ et, en un 
point donné arbitraire de (Q — O), une valeur donnée arbitraire. 


On se ramène aussitôt à prouver que sur (Q — QO) il y a des inté- 
grales positives qui s'annulent à la frontière. On y parvient par le pro- 
cédé très général suivant: 

Imaginons une suite de domaines w, contenant O, de frontière ¢ 


ny 


tels que (Q — w, — 5,) soit de type D,, enfin se réduisant au point O | 


quand n > +; prenons sur 6, une distribution > o non partout nulle 
assujettie seulement à la condition que la solution w, du problème de 
Dirichlet généralisé pour (Q -— w,— 9,) et les valeurs considérées sur 
2 ets, prenne en un certain point P fixe de (Q — O) une valeur com- 
prise entre deux nombres positifs a et b. Sur tout domaine à contenant 
P et complétement intérieur à (Q — O)les u,, qui à partir d’une valeur 
assez grande de x sont définis dans un domaine où à est complète- 


. 


4 
bs 
2 
J 
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ment intérieur, y seront, d’après le lemme de M. Litchtenstein (vor 
Chapitre I, n°16), bornés dans leur ensemble supérieurement et infé- 
rieurement par deux nombres positifs: on peut donc en extraire une 
suite qui, sur tout domaine ©’ complètement intérieur à 6, converge 
uniformément vers une intégrale > o. | 

Or 2’ peut être choisi à l'avance arbitrairement, complètement inté- 
rieur à (Q — O). Considérons une suite de tels 0 tendant vers (Q — 0); 
par des extractions successives de suites d’w, et le procédé diagonal, 
on formera une suite extraite de wu, possédant la propriété que, sur 
tout domaine complètement intérieur à (Q — O ), elle converge unifor- 
mément vers une intégrale >o. Il y aura même convergence uniforme 
sur tout ensemble fermè de (Q + È — O) et la limite est intégrale > 0 
sur (Q — O) et annule sur Z (voir Chapitre I, n° 15 fin). 

Signalons qu'un autre procédé, moins général consisterait à rendre 
c continu en O en le modifiant au voisinage et à prendre l'intégrale 
ayant en O une singularité logarithmique convenable pour que l’inté- 
grale satisfasse en P à la condition indiquée plus haut. On voit com- 
ment on formerait une suite w, dont une suite extraite convergerait 
vers une intégrale cherchée ; au lieu de rendre c continu en O, on 
pourrait le rendre simplement tel que le problème de Dirichlet du n° 7 
soit possible. 

Lorsque le problème précédent n’est pas résoluble avec une source 
finie, il l’est donc avec une source énfime. Un cas d'existence des 


3 ; A Par : 
sources infinies est done c2—=, au voisinage de O; par exemple si 
OM 


ea Bes (SON ton intégrale et fournira par multiplication 
OM OM 


par une constante et le procédé alterné une solution du problème. 


12. Extension au cas de n dimensions. — Comme différence signalons 
que dans le cas de possibilité du problème du n° 7 


o(M)< À (OSa <2), 
OM 


ah G,,cu, dap ne peut plus être affirmée bornée mais seulement d’un 
Q 
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ordre moindre que —*., ce qui suffit pour conclure. Au contraire on 


ne peut plus faire l’extension générale des résultats du n° 8, pour la 
solution considérée comme fonctionnelle de c ; toutefois, pour un 
point /ixé de (Q — O) on aura : 


jauisary/ [for ae 


| du |< B’ max | dc 


pour nee, 


pour 7 quelconque, 


et sin —3 il y aura uniformité sur (Q — O). 
Enfin pour des c bornés, [èu|—o avec jee Lèc| do, pour n 
Q 


quelconque et il y aura uniformité si n = 3. 


Comme cas d’existence de sources infinies indiquons c= = ; et plus 
OM 
particulièrement c = ur 2 («> n—2)avec l'intégrale — : 
OM OM 
III. — Extension du principe de Picard. 


13. Ce que l’on appelle le « principe de Picard » pour les fonctions 
harmoniques (n° 2) peut, grace à ce qui précède, s’étendre sous la 
forme suivante pour les intégrales de (1). 


St au voisinage du point singulier 0 de c, u est intégrale, et telle 


u(M 


que soit borné, c’est-à-dire encore 


log OM 


I [ 


— & log aay <u(M)< + «log (a<o), 


OM 

le point O est source simple finie; c’est-à-dire que u est bornée dans un 

sens et, st elle Vest par exemple inférieurement, de la forme f(M) log — 
OM 


où (M) admet en O une valeur moyenne et une plus grande limite égales 
et finies. 


= 
De 
= 
= 
“a 
2 
3 
a 
+ 
3 
~ 

: 


ee NO ee PS 


LL ad. À à i 


MS AL "4 
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Par l’addition d’une intégrale de module borné, on se ramène à 


démontrer le théorème dans le cas où wu s’annule sur un petit cercle y 
de centre O. Soit A const. positive > er 
I 
. r L SOM 
considérons la suite u, du n° 7, de la forme en O: 


au voisinage de O et 


B log ON + fonct. harm., 


où B > A. 
On verra que: u, > u, donc pour la limite ¢ de u,: v>u. 


Ou bien y= 0; alors uo; O est source simple, nécessairement finie. 
Ou bien v>0; © correspond à une source de flux 27B; alors 


— U 


v—u2oet est borné; donc pour l'intégrale » — u qui s’an- 


lose OM 
nule sur y, O est source simple finie ; par suite » — u est proportion- 


nelle à #; donc u est proportionnelle a, ce qui achève la démonstration. 


En conséquence : dire qu’il n’y a pas d’intégrales pour lesquelles O 
est source simple finie équivaut à dire que toute intégrale non bornée 
(il en existe toujours) est de la forme f (M) log y où |f(M)| n’est 
pas borné. D'où l’énoncé déjà donné au Chapitre II (n° 6, fin), qu'il y a 
équivalence entre le cas où toutes les intégrales bornées s’annulent 
régulièrement en O et celui où toutes les intégrales non bornées sont 
de la forme précédente. 

M. Bouligand(')a désigné sousle nom de principe de Picard sous forme 
intégrale la proposition suivante, conséquence immédiate du n°2 : 


Q étant un domaine borné de type D, et O un point de ce domaine, 
les fonctions harmoniques positives sur (Q — O) et s'annulant à la fron- 
tière de Q sont proportionnelles, c'est-à-dire qu’il y en a une seule à un 
facteur constant près. 


Il serait très important de généraliser cet énoncé aux intégrales de 
l'équation (1) où c admettrait une singularité en O et serait ailleurs 
continu, et borné à la frontière de Q. L’exactitude probable de la pro- 


De nee 


(1) Mémorial, fasc. XI, loc. cit., p. 17. 
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position entrainerait pour le théorème du n° 11 la propriété impor- 
tante d’unicité. 


14. Le théorème démontré plus haut s’étend au cas de » dimensions 

I I . . . MT d . 

emplacant log — par ——-s: Il a une application immédiate dan 
en rempla¢ Sou P Ti 


l'étude à l'infini des intégrales bornées de Au = cu où c est définie et 
. . . L] ® 4 * . » , 
continue au voisinage de l’infini, c’est-à-dire à l’extérieur d’une cer- 
taine sphere. ; 
Dans le plan, |’inversion OM.OM' = 1 ramène la question a l'étude 


des intégrales bornées au voisinage de O de l’équation 
Av(M)= ee o(M’), +(M) =u(M), 
OM’ 


|[“(M)] étant considérée comme fonction de M’, et c’est le Chapitre Il 
qui s’appliquera. 
Pour n23 dimensions la transformation de Lord Kelvin : 


OM.OM—1, o(M) = ——, 


OM’ 


u(M), 


ramène la question à l’étude de l’équation (voir Chap. I, n° 4): 


Av(M’) = Lo(M)] v(M’) 
OM’ 


pour les intégrales ¢ telles que —— soit borné; et c'est le Chapitre 


—9 


Sr 
actuel III qui s'applique et donne les résultats suivants : 

Toute intégrale u bornée à l'infini est la somme d’une intégrale w, 
s’annulant régulièrement à l'infini, et s’il n’en est pas ainsi pour u, 
d’une autre #, d’un signe déterminé admettant une «valeur moyenne 
à l'infini» égale, si par exemple uw, > 0, à la plus grande limite de w, 
à l'infini. 

Quant au problème de Dirichlet généralisé extérieur pour intégrales 
bornées et un domaine dont l'inverse est de type D,, il sera possible 
avec unicité pour les intégrales assujetties à s’annuler régulièrement à 
Pinfini; il ne sera pas toujours possible lorsqu’on se donne à l'infini 
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une valeur moyenne non nulle; mais s’il est possible ce qui dépend 
seulement de l’allure de c à l'infini, il y a une solution unique. 
On étudiera aisément les cas particuliers de possibilité et impossi- 
bilité de ce dernier problème : 


“e(M)< ae aveceucy AE cf Mya = 

OM | OM 

15. Je n’ai donc étudié que les intégrales bornées dans un sens; 
encore resterait-il avant tout à élucider l’importante question signalée 
plus haut. : 

L'étude des intégrales ayant en O un infini des deux signes semble 
beaucoup plus difficile. On connaît pour les fonctions harmoniques un 
développement au voisinage d'un point singulier, analogue à celui 
de Laurent pour les fonctions analytiques; je renverrai pour son étude 
à un travail ancien de M. Appell (") et un mémoire récent de M. Bou- 
ligand (2). On peut songer à quelque extension aux intégrales de (1), 
au moins lorsque c a un ordre de croissance assez faible. 


__ CONCLUSION. 


Je ne rappellerai pas les divers points signalés qu’il serait important 
_ de développer ou de soc Mais j ajouteras quelques remarques 
_ générales. 

D'abord il ne semble pas qu’on puisse aller beaucoup plus loin dans 
l'étude entreprise par les méthodes utilisées qui reposent en partie sur 
la considération d'équations de Fredholm non résolues; on peut espérer 
obtenir des résultats plus précis en résolvant l’équation de Fredholm 
~ dans le cas d’un domaine sans singularité, puis en passant à la limite 
sur la résolvante, de façon à obtenir pour la solution du problème avec 
singularité de cune expression qui en permettrait peut-être une étude 
_ plus poussée. Mais ce procédé qui demanderait à être approfondi est 
d’un ordre d'idées tout différent. - 

D'autre part une extension naturelle de ce travail est l’étude du cas 
où c, an lieu d’avoir une singularité ponctuelle, est singulier sur un 


NÉ) 8 math., 1884, p- 313. 
(?) Annales de l’École Normale supérieure, 3° série, t. XLVIIT, mars 1931, 


p. 99. 
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ensemble de points non nécessairement isolés. Lorsque cet ensemble 
est de «capacité nulle (') » on peut étendre à peu près tous les résultats 
du Chapitre II, les intégrales bornées se comportant au voisinage d'un 
de ces points comme s’il était isolé. La question qui a un rapport étroit 
avec l'extension que j'ai faite (?) au cas de notre équation de travaux 
récents de M. Wiener sur le problème de Dirichlet est développée 
dans un Mémoire qui paraîtra prochainement dans le Bullelin des 
Sciences mathématiques et déjà étudiée dans une Note des Comptes 
rendus (*). Une généralisation ultérieure serait l’étude des intégrales 
bornées ou non sur un domaine ouvert (où c est défini continu 20) 
au voisinage d’un point frontière quelconque. 

Enfin on peut songer à étendre toute l’étude qui précède à des équa- 
tions de type elliptique plus général et l’on en aperçoit aussitôt la pos- 
sibilité sur certains points grace aux travaux de M. Lichtenstein con- 
cernant des types étendus — en particulier sa généralisation du 
théorème de Harnack. — Mais une extension plus complète ne saurait 
avoir lieu sans certains changements ou restrictions comme le montre 
l'exemple suivant auquel je me bornerai pour finir : 

Considérons dans le plan l’équation Au = u et une petite courbe I 
entourant O. Soit w l'intégrale nulle sur admettant en O une singu- 


larité logarithmique + 1. En posant vu = e 108% on voit que v est 
>o et s’annule surl’, et d’autre part que 


Avlos == : ie aoe ? ee »] sida 
5 OM ON ( 0 Oe TV TJ dy| * OM ° 


(M: x, y; M: 20; Yo): 


Cette équation en v qui peut encore s’écrire 


Ap — 9 x ex ae 2 22 de ?=0 
ra OT Le PRE pT pe hee a 
5 OM : 5° OM 


admet donc une intégrale s’annulant sur I, bornée au voisinage de O, 
et cependant non nulle. 


') Un exemple simple dans l'espace est une ligne rectifiable. 


) R. Ist. Lombardo, loc. cit. 
) 


( 
i 
(*) Comptes rendus,t. 191, 1930, p. 697. 
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RECHERCHES SUR QUELQUES PROBLEMES 


RELATIFS 


AUX POLYNOMES ET AUX FONCTIONS BORNEES 
D'UNE VARIABLE COMPLEXE 


Par M. Jean DIEUDONNE 


INTRODUCTION. 


On sait que la théorie générale des fonctions analytiques d’une 
variable complexe s’est longtemps occupée presque exclusivement de 
la détermination des points singuliers d’une fonction et de l’étude de 
la fonction au voisinage d’un tel point. C’est seulement au début du 
siècle, sous l'influence des théorèmes de MM. Landau et Schottky, 
eux-mêmes issus de la théorie des fonctions entières, d’une part, de 


l'étude de la représentation conforme, d’autre part, que s’est déve- 


loppée la branche de la théorie qui s’occupe de rechercher les pro- 
priétés d’une fonction analytique dans les domaines où cette fonction 
est holomorphe ou méromorphe. 

Les questions qui se présentent dans cette théorie peuvent se ranger 
en deux catégories, découlant respectivement des deux sources que 
nous venons de rappeler : d’une part, on étudie la répartition des 
points où la fonction prend une valeur déterminée; de l’autre, on 
recherche la nature des domaines engendrés par les valeurs de la 
fonction, en s’attachant en particulier à préciser les conditions aux- 
quelles ces domaines ne se recouvrent pas eux-mêmes, ou recouvrent 


Roce portion aa plan a 
aux hypothèses faite 

| général, soit aux co de 
point du domaine considéré, soit : 
aux fonctions dans c ce domaine. 


familles Poe a AE à savoir ie Salone: 
eal tions bornées dans un domaine; dans toutes les question aitées, je me 
ER Ces: eus attaché à donnerdes ects quantitatifs aussi précis que possible. 
SE Ee Dans le premier Chapitre, je poursuis l'étude, commencée pare) 
pe ates M. P. Montel et poursuivie par M. M. Biernacki, de la détermination des 
limites supérieures des modules d’un certain nombre de zéros d’ un be 
polynome, lorsqu’on fixe le nombre des termes et certains coefficients. 
Ce Chapitre est divisé en deux parties : dans la première, j'indique 
un procédé général pour le calcul de ces limites, et j'applique ce pro 
à cédé à la détermination exacte du plus petit cercle de centre origine = 
Ÿ Pei = contenant toujours un zéro, pour quelques types particuliers de poly- > “an 
ER _nomes. Dans d’autres cas, je donne simplement l’ordre de croissance TS 
ges? | de ces limites par rapport au degré du polxoewe: en 1 particulier, pour ae 
En ct le polynome le plus général ee 


P(x)=1i+a,x La. ce + Ap EP + Gps DP. An, Ss 


En. où les p coefficients a,, as, ..., a, ont des valeurs fixes, les autres étant 
4 a arbitraires, je détermine, dans tous les cas, l’ordre de croissance exact 
par rapport à x de la limite supérieure de la racine de plus petit module. 
Dans la seconde partie de ce Chapitre, j’étudie en détail un cas par- 
ticulier du même problème, à savoir, la détermination du nombre 
minimum de racines de l'équation quadrinome 


I+ LP + ax Ha, za 0 


~ 


situées dans le cercle unité lorsque, p, n, et n, étant fixés, a, et a, varient 
arbitrairement. J'emploie à cet effet une méthode de due du « principe 
de l'argument » de Cauchy, qui me permet d obtenir une limite infé- 
rieure du nombre cherché. Les propriétés arithmétiques des degrés p, 
n, et nr, jouent dans cette question un rôle prépondérant. 

Le second Chapitre est consacré à l’étude des polynomes univalents. 


AA Cee eee 


e 
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Je démontre d’abord la proposition suivante : Le rayon d’univalence 
d’un polynome 
B+ a,2°+ a,35+...+ ans” 


est égal au rayon du plus grand cercle de centre origine, où ne pénètre 
aucune racine de l'équation 


sin 24 , Sin 30 


sin 7 Ü 
From A,% CRT = 
sing — sin§ 


+... a,)5"—' — 
sing 


lorsque l’angle 4 varie de o à x. Comme applications, je montre d’abord 
comment un certain nombre de résultats obtenus antérieurement par 
des procédés divers sont des conséquences immédiates de cette pro- 
position; je considère ensuite les polynomes à coefficients réels, et 
j'obtiens dans ce cas de nouvelles propriétés du rayon d’univalence. 
Enfin, j'étudie complètement le problème suivant : Déterminer le 


maximum du rayon d’univalence R(a) du polynome 


3+ 3 + az! (p<n) 


lorsque a varie arbitrairement. Lorsque p —2, je donne les valeurs 
numériques de ce maximum pour toutes les valeurs de n. ; 

Dans le troisième Chapitre, j'examine un certain nombre de pro- 
blèmes relatifs aux fonctions bornées. Je résous d’abord la question 
suivante : Déterminer le minimum 0, du rayon du plus grand cercle de 
centre origine, dans lequel toute fonction de la forme 


HAE RSE de ee ans, 


et telle que | f(z)|<M dans le cercle unité, prenne p fois au plus la même 
valeur. Pour p —1, je montre de plus que toute fonction de la famille 
considérée représente le cercle [z|<o, sur un domaine éteilé par 
rapport à l’origine. 

Je démontre ensuite quelques inégalités auxquelles satisfait la 
dérivée d’une fonction bornée, et j'en déduis une relation entre les 
domaines (D), (D’) que font correspondre à des cercles concentriques 


[z|<r, |2|S7'<7,; les fonctions Se et f’(s), f(s) étant une 


fonction holomorphe, bornée ou non, dans le cercle unité. Enfin, j’uti- 


lise aussi ces inégalités pour préciser un résultat récent de M. P. Montel, 


Ann. Ec. Norm., (3), XLVIIT. — Jumuer 1931, 32 
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qui constitue un complément au théorème de Rolle pour une fonction 
analytique, réelle sur un segment de l’axe réel, et bornée au voisi- 
nage('). | 

Dans les démontrations de beaucoup de propositions de ce travail, 
je n’ai pas craint de faire un large appel à l'intuition géométrique;. 
j'estime qu’il n’y a pas lieu de se priver d’un aussi précieux auxiliaire, 
d'autant qu'il ne s’agit, dans la théorie qui nous occupe, que de 
courbes analytiques, et même le plus souvent algébriques; il n’y a 
done pas à redouter que l'emploi de la géométrie puisse être une 
cause d'erreurs, puisqu'il est toujours possible de présenter le raison- 
nement sous forme algébrique. 

Je suis heureux, en terminant, d'exprimer toute ma gratitude à 
M. P. Montel, pour le bienveillant intérét qu'il n’a cessé de témoigner 
à mes recherches, et les précieux conseils que je lui dois. 


CHAPITRE lI. 


LES ZÉROS DES POLYNOMES. 


Bibliographie. 


Dans le cours de ce travail nous désignerons les Ouvrages ci-dessous, par les 
caractères gras qui les précèdent : 


[1] E. Lanpav. — a. Ueber den Picardschen Sats ( Vierteljahrsschrift der 
naturforschenden Gesellschaft in Zürich, t. 51, 1906, p. 252-318). 

b. Sur quelques généralisations du théorème de M. Picard (Annales de 
l'Ecole Normale supérieure, 3° série, t. 2, 1907, p. 179-201). 

[2] R. E. Attarpice. — On a limit of the roots of an equation that is inde- 
pendent of all but two of the coefficients (Bulletin of the American Mathe- 
matical Society, t. 13, 1906-1907, p. 443-447). 

[3] L. Fesér. — Ueber die Wurzel vom kleinsten absoluten Betrage einer 
algebraischen Gleichung (Mathematische Annalen, 1. 65, 1908, p. 413-423) 


ep Sa a ee eee Bee 


1 eae ot À Rasa ; . 
(*) Les principaux résultats de ce travail ont été résumés dans cing Notes aux 


Comp e ; 2% at FR UE Us 
ples rendus des 24 mars, 7 avril, 12 mai 1930, 12 janvier et 11 mai 1931. 
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[4] P. Bont. — Zur Theorie der trinomischen Gleichungen (Mathema- 
tische Annalen, t. 65, 1908, p. 556-566). 

[5] G. Hererorz. — Ueber die Wurzeln trinomischer Gleichungen (Leipst- 
ger Berichte, Math.-Phys. Classe, t. T4, 1922, p. 1-8). 

[6] P. Montet. — Sur les modules des zéros des polynomes (Annales de 
l'Ecole Normale supérieure, 3° série, t. 40, 1923, p. 1-34). 

[7] A. Petter. — Sur la racine de plus petit module des équations ( Bulle- 
tin des Sciences mathématiques, t. 48, 1924, p. 265-268). 

[8] E. B. Van Vieck. — On Limits to the absolute values of the roots of a 
polynomial (Bulletin de la Société mathématique de France, t. 53, 1925, 
p- 105-125). 

[9] M. Brennacki. — Sur les équations algébriques contenant des para- 
metres arbitraires (These) ( Bulletin de l’Académie polonaise des Sciences et 
des Lettres, 1927, p. 541-685). 

[10] I. Scuur. — a. Ueber Potenzreihen, die im Innern des Einheitskreises 
beschränkt sind (Journal de Crelle, t. 147, 1917, p. 205-232). 

b. Idem (Journal de Crelle, t. 148, 1918, p. 122-145). 


[11] A. Conn. — Ueber die Anzahl der Wurzeln einer algebraischen 
Gleichung in einem Kreise (Mathematische Zeistchrift, t. 14, 1922, p. 110-148). 
[12] J. Dreuponnk. — Sur une généralisation du théorème de Rolle aux 


fonctions d'une variable complexe (Annals of Mathematics, t. 31, 1930, 
p- 79-116). 

Les travaux numérotés de 1 à 9 contiennent l'essentiel de ce qui a été publié 
jusqu’en 1929 sur le sujet de ce Chapitre. On trouvera une bibliographie très 
complète des travaux publiés de 1900 à 1928 sur tout ce qui concerne les zéros 
des polynomes à la fin d’un article de M. Van Vrecx, On the location of the 
roots of polynomials and entire functions (Bulletin of the American Mathe- 
matical Society, t. 35, 1929, p. 672-683). 


1. Nous nous occuperons, dans ce Chapitre, du problème suivant : 
Déterminer des régions du plan complexe contenant toujours des racines 
de l'équation algébrique 
(1) 1 + An, 2 + An, LP +. + An Ar O CF le a EE) 


lorsque, certains des coefficients restant fixes, on fatt varier arbitraire- 
ment les autres. Les seules régions du plan que nous considérerons 
sont les cercles de centre origine; autrement dit, nous chercherons 
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des limites supérieures des modules d’un certain nombre de racines 
de l’équation (1). 

Ce problème, considéré pour la première fois par M. Landau 
[la et 1b] à la suite de ses recherches sur le théorème de M. Picard, 
a été récemment repris et étudié d’une manière approfondie dans les 
travaux de MM. P. Montel [6], Van Vleck [8] et Biernacki [9]: 

La position du problème a été déterminée par M. P. Montel, qui a 
montré ([6], p. 21) que si l’on met l’équation sous la forme 


(2) 1 + AT + gL? +... + An HP + Ang A PH. + Apr PT O, 
et si l’on se donne a,, a,, ..., a,(a,<o0), wy a toujours p racines de 
l'équation inférieures en module à un nombre fixe 9(a,, dz, ..., ap, k) 


ne dépendant que des coefficients donnés et du nombre de termes du 
polynome. 

M. Van Vleck [8] a apporté un complément important à cette pro- 
position, en montrant qu’elle subsiste si l’on se donne les p coeffi- 
clients 4, dz, ..., Ap_15 Apim (Apièm7< 0), et de plus que, dans aucun 
autre cas, la donnée de p coefficients de l'équation ne limite supérieu- 
rement les modules de p racines. | 

Ces théorèmes ne font pas intervenir les degrés des termes qui 
suivent a’; la limite exacte de p racines peut cependant en dépendre 
a priori. J'entends par « limite exacte » la valeur |a2|=o telle que 
toute équation de la famille considérée ait p racines de modules infé- 
rieurs à p, et qu'on puisse trouver une telle équation ayant moins de 
p racines inférieures ou égales en module à 5 —¢, € étant un nombre 
positif arbitrairement petit. Pour l'équation 


(3) [++ a, e+ A,r"... ax = 0, 


M. Biernacki a donné ([9], p. 547), comme borne supérieure de e, la 
valeur 


p/ n on Ng - 
R= eset DE SET TE x SV Ghee 
RP Rp r—p=* Pre 


déja obtenue par M. Fejér[3] comme limite supérieure du module 
d’une racine. Si l’on ne fixe pas n,, n:, ..., n, cette borne est la 
meilleure possible, car elle est atteinte Pourn =p+i,n=p+2, 


eees 
? 
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nx = p + k. Mais si l’on fixe les n;, R n’est la limite exacte dans tous. 
les cas que pour # —1. | 

Nous nous proposons, dans ce qui suit, d'indiquer la marche à 
suivre pour obtenir la limite exacte des modules de 1, 2, ..., (p—1) 
ou p racines, et de faire effectivement lf calcul pour un certain 
nombre de types de polynomes. 


2. Nous partirons du théorème fondamental suivant, démontré par 
M. Biernacki ([9], p. 555): Si o est la limite exacte des modules de 1, 
2, ..., (p—1) ou p racines de Il’ équation (3), lorsque les a; sont arbi- 
traires et les degrés n; fixes, il existe toujours une équation de cette forme 
pour laquelle la limite est atteinte, et qui a au moins (k +1) racines, 
distinctes ou confondues, de module 9, à moins que, pour une telle équa- 
tion, on n'ait a,=o. On constate d’ailleurs immédiatement que la 
démonstration est encore valable pour l’équation plus générale (2). 
M. Biernacki a indiqué qu’on pourra probablement supprimer l’alter- 
native 4,—0 ou a,>40 qui figure dans ce théorème, et a montré 
qu’elle disparaît effectivement pour l’équation quadrinome; nous 
verrons qu’il en est bien ainsi également dans les exemples que nous 
traiterons. 

De ce théorème, et de la remarque évidente que, si la limite 
exacte o de À racines (1<h<p) est atteinte pour une équation des 
types (2) ou (3), cette équation a au plus (A — 1) racines de modules 
inférieurs à p, il est aisé de déduire une méthode pour le calcul de p. 

Posons pour simplifier n;— n. Par la transformation v= 5 où 
|&| =e, l'équation (3) devient 


(4) yt EP 4M + by" + by" + TEE Di 0, 


les à, étant arbitraires. Il s’agit de trouver la plus grande valeur de | & | 
telle qu'il existe une équation de cette forme ayant (h — D racines au 
plus extérieures au cercle unite: 

D’après le théorème de M. Biernacki, considérons en premier lieu 
le cas où il y a au moins (# + 1) racines de (4) de module unité lorsque 
la limite est atteinte, et supposons d’abord qu’il y aiteæactement(k+ 1) 
racines de cette nature, soient y, =e(A=1, 2, ..., k +1). Nous 


Solent Hon ee = 1, 3, 5 ee k ie 1 


: l'équation (CARTE Uae oe Uk leurs fonctions s 
_taires. Par hypothèse (4 — 1) au plus de ces racin 

au cercle unité, les autres sont intérieures, a Le 

sur la circon férence. Ces conditions s expriment par un nombre 


d’inégalités où figurent algébriquement les es et leurs quantités ( 


Ne 


Juguées (Et, P- 135), soient | a ka pee ae, “ 


_ (3) Nr _W>o (v=, 2, Loue m). 


Lorsqu'une ou plusieurs de ces fonctions 4, s’annulent simultanément, 


les autres restant positives, une au moins des racines Siw devient ¢ en 
module égale à un, et réciproquement. js 
Ceci posé, écrivons les relations entre les even et les racines 


de l’équation (4), et considérons en particulier celles qui FR 


pondent aux coefficients nuls. On obtient un système de (n — #—1) 
équations linéaires en iy, Cs Te PME 
DRE AT AE : 


Us + UT; + Co — 0, 


(2) 


Un—k— Tr + Un=k-eTk4, — O0. 


Le déterminant de ce système est une fonction des 6, qui ne peut 


être identiquement nulle au voisinage d’un point quelconque du 
domaine (D). En effet, c’est un polynome en y,, yo, ..., yx13 en 
fixant toutes ces variables, sauf y, par exemple, on aurait un polynome 
en y, qui s’annulerait en tous les points d’un arc du cerele unité, 
donc serait identiquement nul. En répétant le raisonnement, on voit 
que le déterminant serait identiquement nul, en considérant y, Ya, …, 
Ya comme des variables arbitraires : on en déduirait que l’équation (4) 
a toujours une racine infinie quels que soient ses coefficients, ou que 
l’on peut se donner arbitrairement (k + 2) de ses racines au moins, 
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| a ce qui est absurde. On peut done résoudre i système (2) en tous les 
points de. (D), à l'exception d’un continuum (T°) à £ dimensions au plus. 


Ayant ainsi les u; en fonction des 4;, portons-les dans les inéga- 
lités (5); on obtient un système d'inégalités rd ls pets OP SEE 


TGR es Gy O- (v—T,2,...,m). 


Si ce système est PART il définit une portion (A) a (4 +1) dimen- 


sions du domaine (D). Soit (F) la frontière du domaine ouvert (A); le 


domaine fermé (A + F) sera défini par les inégalités 


iV 


(Olea TN aren Sry 713) 


(6) ae 2 
On déduit alors de la relation 
(— PRE Up + Up Oy +... 
l'expression de ig en fonction des 8; en tout point non situé sur (T'). 
Cette fonction reste bornée dans (A + F—T) d’après le théorème de 


M. Montel; soit M, son maximum. D'autre part, sur (T°), le système (2) 
ne peut avoir de solutions où certains des uw; seraient infinis, les condi- 


tions (5) restant vérifiées; car, si l’équation (4) a une racine infinie, 
elle en a pau moins, et les conditions (5) expriment que h—1 <p 


racines au plus sont de modules supérieurs à un. Nous devons donc 
supposer que le système (2) est indéterminé, ce qui donnera pour |&| 


une fonction des 6; et d’un certain nombre des w; qui restent arbi- — 


traires, l’ensemble de ces variables devant naturellement toujours 
vérifier les inégalités (ou, à la limite, égalités) qu’on déduit de (5). 


Soit M, le maximum de | | sur (1) dans ces conditions ('); si M est le 
_ plus grand des deux nombres M,, Mg, ce sera la limite exacte cher- 


chée, d’après le théorème de M. Biernacki, pourvu que cette limite 


_soit atteinte lorsqu'il y a au moins (4 +1) racines de même module. 


Pour achever le raisonnement, il faudra donc faire les calculs ana- 


(*) Si dans l'expression de %” sur (I), on laisse fixes les ;, on obtient une 
fonction holomorphe des u; qui restent arbitraires; le maximum du module de 
cette fonction ne peut donc être atteint que lorsque ces quantités atteignent la 
frontière de leur domaine de variation; par conséquent, lorsque M, est atteint, 


il y a au moins (k + 2) racines de (3) ayant même module. 
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logues pour les équations obtenues en annulant successivement 
Beas dans (3). jusqu à Péquation quadrinome 


1+ 4 + ax + A,2™"— 0 


incluse. On obtient ainsi une suite de nombres M, M’, M”, ... dont le 
plus grand donne la limite cherchée. É 


3. Nous avons supposé les inégalités (6) compatibles; wl se peut 
qu'il n’en soit pas ainsi, autrement dit, que l’un au moins des 4, doive 
nécessairement s’annuler comme conséquence du système (2). Dans 
ces conditions, la valeur exacte de ¢ ne pourra être atteinte si a, 0, 
que pour une équation ayant au moins (4 +2) racines de module ¢ ; 
il est alors plus commode, pour calculer cette valeur, de reprendre la 
méthode précédente, en supposant qu’il y a ewactement(k + 2) racines 
de module o, puis, si les nouvelles inégalités sont encore incompa- 
tibles, en supposant qu’il y en a(/-+ 3), et ainsi de suite, jusqu’au 
moment où l’on arrive à un système d’inégalités compatibles. 

D'ailleurs, en pratique, même si le système (6) est compatible, il 
arrivera que les calculs seront trop pénibles pour être poussés jusqu’au 
bout, on pourra simplement obtenir une borne supérieure de 5; au 
contraire, il se peut que les calculs soient plus simples en supposant 
qu'il y a plus de (4 + 1) racines de module ¢, si cela est possible, natu- 
-rellement. Les valeurs ainsi obtenues donneront des bornes inférieures 
de €. 

Il importe done de connaître a priort, d'après la forme de l’équa- 
tion (4), les valeurs possibles du nombre des racines de cette équa- 
tion, de module égal à un, pour lesquelles les inégalités (6) sont 
compatibles. Sans pouvoir donner de critère général résolvant la 
question, je vais toutefois indiquer quelques PERRET sur ce 
sujet, dans le cas simple où h=1. 


4. Supposons donc que |’ équation (4)ait exactement (n —/) racines 
de module un, les/ autres racines étant intérieures au cercle unité, et 
différentes de zéro ('). Les conditions (5) prennent ici la forme sui- 
Senne ak Shri a calm ALANA Ee Sg Ce et CAR as ce 

(1) On peut toujours faire cette supposition, puisque l'hypothèse contraire 
sera certainement examinée lorsqu'on fera ay = 0. 
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vante ([108], p. 134) : west nécessaire et suffisant que les | déterminants 


I ra) 6) er eC mal | eae UC) acim wens UE 
uy I O Dior O oO ul Uj_; Aro Uj y+) 
Uy u, I ALLO 2.0 (a) ul Seekers Blt aye 
Cee uly Uy; - ly» eee I O oO O rs uy 
uy ra) (a) ra) I U, us Ee 
pe, uy O OS) I uy Uy_; 
Uy_y. Ur: uj; oO oO I 
(Y= On An tern al shy == T1) 


soient tous positifs ('). Remarquons que à, n’est autre, au signe près, 
que le résultant des polynomes 


f(a)=zxl+ux +... +u 
et 


= ed à > 
MÉRITE Mix à imef(e) 


Nous utiliserons les relations 


(7) Fy On—i-pTn—! (== o NE. nl, avec o)==1), 


qui résultent immédiatement de la définition des 5;. Tirons-en tout 
de suite une conséquence évidente : on ne peut avoir 1=0 que si le 
terme de degré p figure effectivement dans l'équation (4), puisque ca Oo 

La forme mème des relations (7) nous amène à porter notre atten- 
tion sur l’existence de lacunes symétriques dans l'équation (4); nous 
entendons par là deux lacunes équidistantes des termes extrêmes, 
autrement dit, telles que les termes de degrés 


> 


DE MO I a, Ch ao DR PE a 
Er et 

n 
iy A LG peta nett | ao 


manquent simultanément dans (4) (?). 


(1) x désigne, comme d'habitude, le nombre conjugué de x. 
(?) D'après cette définition, ou bien deux lacunes symétriques n'ont aucun 


Ann. Ec. Norm., (3), XLVIIL. — JuiLLET 1931. 33 


258 JEAN DIEUDONNÉ. 
Supposons qu'il existe deux lacunes symétriques. Nous distingue- 
rons plusieurs cas : | 


1° r<s. Supposons d'abord /—5s, et écrivons les équations du sys- 
tème (2) correspondant aux termes des lacunes, soient 


| Opt Op, + Op—g Ug +... +O, Uy, + Ur= 0, à 


Orgy + Ori +... + Oiür + Ury= 0, 


(8) Ost Osy~Uy +... + O,Us + Us=O, 


Tiroir. Oe lly CU; 0, 


Gr FS Opps WE Op bg Se CRU: — 0} 


Gy tll 5 yt Ones et. ate On 1: Us ON 


On—s Us] + ns Us—p +...  Tn—p—s—) Us O, 


(9) { Onost- Spas ay Uy te. On a5Us— 0,5 


Oi Oey se hae oe ee 


vile a! qhelle re ver osu (> piece Na) 6 (BLOW 8) eo eus see elele alee A 


VC ras a nares Ua = oO nant lO 
Prenons les conjuguées des équations (9), et appliquons les rela- 
tions (7); 1l vient, après multiplication par o,_,~ 0, 


Crls + Or +... +0 Benet F + Us=r = 0, 


(10) Org... +9,U,+1=0, 


TENUE tg Ute —— 0; 


Trsey User. Ori Cp) = O- 


(8) et (10) forment un système de 25 équations linéaires homogènes, 
satisfaites par les (r+ s) quantités 1, 5,, 6, ..., 3,,,-,. Tout déter- 
minant d'ordre (r + s) extrait du tablaall des coefficients est donc nul. 


STRAINER Reena nn Siete See EE RE Se eek ae Pe ee iy te: aS 2e ce 


terme commun, ou bien elles sont confondues, et r—n—r—s +1; nous 
dirons dans ce dernier cas que la lacune est autosy métrique. 


ue) 
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ie 
99 
Or, ce tableau 
ur GES fad gett "LT Mg Oi: SAS EO 
Ue, Up PRE aps ew ys OF i ae neha) 
Us Us; I O 
Oo Us VEUT Pinoy be Ae aa vO 
I 
0 0 DE Seay ENS 1 
Us_r Us—p+y Us us (9) 0 
PRET TER MR Le 30 0) 
I uy TRE o 
0 I SET ME EM, se ah at Th, Tae rat 
Oo 0 RE I Tone ER keene poet Ra Es 


n'est autre que le résultant de f(x) et f(x) dont on a enlevé les 
(s —r) premières colonnes. En développant le résultant suivant ces 
(s —r) colonnes, on voit qu’ilest nul; les conditions (5) ne peuvent donc 
étre toutes vérifiées. 

Il en est de même si r</<5; on considérera seulement les / pre- 
mières équations des systèmes (8) et (10). 

On a donc certainement, dans ce cas, l<roul>s. 


2 s<r. Supposons encore {= s et procédons comme ci-dessus ; on 
obtient un système 


Or EG ii: Cr Us — 0, 


Or Op lly +... Or-srils—= 0, 


Cri Open ci. 0;- y = 0, 
Gp lbs Æ ri Unit 2s + Gr = O,* 
Op yy ls Op Usp. . 1 Or— 544 — 0, 

a cai Heo A RE ea: oF? OP === 0 


de 25 équations linéaires et homogènes à 25 inconnues 5,5, 5, 5,4... 


s 


Donc, 0 ou u bien les ne 


Le LL Tr Le, 


= or 
ns à 


= 


ad Ore RE ie À 
2 fa eed es, Se a 
Si Le s,on raisonnera a de même en ne prenant 
“arrive également aux mêmes conclusions 
cas, on suppose /<r. EMEA De RE 
En définitive, on voit que lorsque Repnanen a deux lacunes 
“triques, les conditions (5) ne peuvent étre vérifiées que sil > = ou s 


inférieur au plus petit des deux nombres r ets, et que lon a 


2 (a) mt Ort iia eae = ao Ory. — =r o. | 
D. il est parfois possible de lever l alternative qui bete He ce 
résultat. Par hypothèse, l’un au moins des termes de degrés (r — ret 


(n—r-+ 1) figure dans l'équation (4); supposons qu’un seul d’entre eux 


y figure effectivement, soit par exemple le terme de degré (r —1). 
Alors, le terme de degré (n —r+1) SE son coefficient nul, on a 


(13) me eee Gr Orgy +. + Gr + ri Uj 0. 


Si les endian (12) sont vérifiées, comme, par hypothèse, u, 0, 
ona 6,_7, —0. Donc, le coefficient du terme de degré (r—1) doit 
être aussi nul, en vertu de la relation conjuguée de (13). On raisonne 
de méme lorsque c’est le terme de degré (r — 1) qui ne figure pie 
dans (4). | 

Par suite, ss r—p<+ 1, et st le terme . degré p ne figure pas dans 
l'équation (4), on a en [> 5, puisque £ Lo; il en est de 
même si, dans cet énoncé, on remplace l'hypothèse r =p+1 par 

PS = pi, 

En général, on peut continuer à appliquer le procédé qui vient d’être 
indiqué jusqu'au moment où l’on rencontre deux termes symétriques 
figurant dans (4). Par suite, si l'équation (4) n’a pas de termes symé- 
triques, on a nécessairement 1 >s. ll en est ainsi, en particulier, si 
Péquation (3) a la forme 


T+ LP + a, HPT + ay ePH27 4, aa thi ‘ay 


lorsque p n'est pas un multiple de q. On voit alors que sig<p,ona 
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129; sig >p,/ est au moins égal au plus grand des deux nombres 
pet(q—p). 

Si l’équation (4) a des termes symétriques, soient À et (n — A) les 
degrés des premiers que l’on rencontre; si A>J, on déduit donc de 
(12) que l’on a aussi 


(14) Dit This + Or, = O0. 


Mais si À <{, on a rencontré, dans l'application de la méthode, 
l'équation 

Set one CUBE On 
où tous les o sont nuls, d’où u, =o, ce qui est contraire à l'hypothèse. 
Donc, si [<<ret s, on a nécessairement l£X, et, dans ce cas, il faut 
ajouter aux relations (12) les équations (14), qui en sont une consé- 


quence. D'ailleurs, en opérant de même à partir du terme de degré 
(r + s—1), on déduit encore de (12) que l’on a 


(19). Cap ee = sO 


si les degrés des premiers termes symétriques qu’on rencontrede cette 
manière sont pv. et (n—1.). 

Parmi les inégalités (5), nous n'avons lie dans les raisonne- 
ments qui précèdent, que la dernière, à, > 0; on peut se demander s’il 
est possible d’aller plus loin en utilisant les autres inégalités. Il en sera 
bien ainsi dans le premier exemple que nous allons traiter; toutefois, 
il est assez douteux qu’en général l’utilisation de toutes les inégalités 
donne de nouvelles conditions pour /, car dans le cas simple où 
r=s=2, le calcul montre qu’on peut prendre / = 3 et choisir u,, u,, 
u,, de façon à rendre lesinégalités (5) compatibles avec le système (2). 


6. Nous allons maintenant appliquer les considérations générales 
qui précèdent à quelques types de polynomes. 
(1) PL a, 0? + a, L'on A BH Anz" =O. 

1° Cherchons d’abord la limite des modules de deux racines. 
L’équation (4) correspondante a au plus deux racines de modules dif- 
férents de un. Le système (2) devient ici 


À a+ w=, 
OP) VUE te , Op = 0: 
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Le déterminant est 5, = © 63 ils'annule donc avec s,. Supposons 
d'abord 5, £0; en prenant la conjuguée de la deuxième équation (16), 
ona 

et, d'où Ua => 


et comme N 
uy FO, | vy | =I. 


Il y a donc toujours une racine de (4) au plus extérieure au cercle 
unité, les conditions (6) disparaissent, on peut faire varier les 0; arbi- 
trairement. 
Ona 

2 gi 

= Go + Gly + Uo— O5 0, + =: 
LE 

Il serait aisé de trouver les conditions dans lesquelles cette quantité 
atteint son module maximum, mais on peut se dispenser de tout 
calcul, en remarquant qu’en prenant tous les 4; nuls, il vient 


(rn —2)(n — 3) Presse n(n—3) 
2 s = 2 


Care 
— 


we 2 } ss A 3 
Or la quantité \/ ees est autre que la limite de M. Biernacki; 
c’est donc la valeur exacte cherchée, et il est inutile d’examiner les 
Case 0:.6La; = 0. 


2° Passons à la recherche de la limite du module d’une racine. Il y 
a deux lacunes symétriques, et l’on a rs = 1; donc/=o0 oul=2. 

Si {= 2, (2) se réduit au système (16). Lorsque 5, <o on voit, 
comme ci-dessus, que |u,|=1. Les conditions (5) ne peuvent être 
remplies ('); on a donc nécessairement 


[== 9 avec a ==0, ou l= 0. 
Supposons d’abord /= o. Ona 


AS avec Ti On 


(1) C'est le cas auquel nous avons fait allusion plus haut; ici 


d,=1—] u, |?, ope he) Uylt) alee Le 


AWM Le fn LEA Tu, 


PP AAS Coe eee ee Me Yep 
: : VEUT 
ER + AR 
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En général, posons 


n 
Sie > ernib,, 


A 


D’après les formules de Newton, 


I! 


avec Sit OF 


ise 


Le problème revient à chercher le maximum de |s, | lorsque s, = o. 
On a évidemment dans tous les cas |s,|<n. Si nest pair, cette valeur 
maxima est atteinte ; il suffit de prendre 


Le problème est plus délicat lorsque nest impair. On peut évidemment 
supposer s, réel et positif, en ajoutant au besoin un même angle à tous 
les 9;. Il s’agit donc de trouver le maximum de 


ml 
= 
Se > cos 20; 


Kot 


avec les conditions 


7 n n 


(17) d cos — 0, D sing, =o, SY) sin 26, =0. 


= A N= 


Appliquons la méthode des multiplicateurs de Lagrange : y.., v2, ps 
étant des constantes, nous annulerons les dérivées par rapport aux 
6, de 


nm n n 


3—=53; + py > cos 0; + pr, D: sin 9) + Fa sin 29), 
PE NA K=4 


ce qui donne pour tous les 6, la même équation 


(18) 9(8) =— 2 sin20 — p, sin? + p, cos? + 2 LL COS 20 — 0. 
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D'ailleurs, si l’on forme 


de) =o, 


Â=1 


on obtient 214,5; —0, et comme Ss, 0, p., = 0. 

Ceci posé, l'équation (18) a au plus quatre racines distinctes en 0; 
donc, lorsque le maximum est atteint, les 0 prennent quatre valeurs dis- 
tinctes au plus (d’ailleurs, comme n est impair, il y a au moins trois 
valeurs distinctes). Soient 6,,6,,0,,0, les solutions de (18), n,, 2, 
n;, n, les nombres des 0, qui sont respectivement égaux à ces valeurs, 
avec 


(19) Ni + No ElNg+n,—=nN. 


Comme trois des n; au moins sont différents de zéro, il y en a deux 
au moins qui ont la même parité, soient n, et », pour fixer les idées. 
Laissons fixes n, et n,, et donnons a7, et », toutes les valeursentières 
non négatives, satisfaisant à (19). On peut considérer s, comme une 
fonction de 4,, 6,, 0,, 0, et des variables n,, n., liées par (19); cher- 
chons les conditions pour que cette fonction admette un maximum 
lorsqu'on généralise le probleme en supposant que 7, et n, puissent 


prendre des valeurs quelconques (*). Il faut alors ajouter à (18) l’équa- 


4 Oz Oz : 
tion —— = -—, ce qui donne 


on, on; 
f (91) = (8), 


Sf (9) = cos20 + p,cosé + p, sin 6. 


Comme 4(0)= (0) on voit que, dans notre problème généralisé, 
lorsque le maximum est atteint, il existe une valeur a telle que l’équa- 
tion f(9)— a = 0 ait deux racines doubles. 

S'il en est ainsi, on peut, en posant ¢= tang . écrire identique- 
ment 


UNE PE KNOTS eG) 
f(8) 1 = A TEE 


SR RSR ae an GP CET + ns au ee 


(*) Nous nous inspirons ici d'un procédé employé par M. Biernacki ([9] 
p- 641) dans l’étude d'une question analogue. | 


’ 


NOR OT en 
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À étant une constante. Un calcul élémentaire montre alors qu’en 
dehors de ¢, et t., les autres racines de la dérivée sont 


0, +0, 0, + 9, 
l,= tang = — t,=— cot fe ae 
4 4 


On a donc nécessairement 


0, + 5, 
nv +n7=9;,+ 7. 


ate (ab 
= te — 9 a) 


9; 


Mais comme pu, = 0, |’équation (18) ne peut admettre les racines 0, 
et 0, + x que si 


sin20,— 0, 


d’où 0, = o ou 0, = = (en supposant que 0, est celui des deux angles 


0, et 0,, compris entre o et x). On en tire, d’après (17), n, = ny. 
Revenons alors au problème proposé; pour chaque système de 

valeurs entières de n, et n,, lorsque n, et n, sont fixés, s, a un maxi- 

mum ®(7n,), lorsqu'on fait varier les 0; lorsque n, prend toutes les 

valeurs entières de o à n —(n, + n,), D(n,)a, d’après ce qui précède, 

un seul extremum à l’intérieur de cet intervalle, pour 

n—(n3+7,) 


i=) == 
F 2 


(nombre entier d’après l'hypothèse du début). Rien ne prouve d’ail- 
leurs a priori que ce soit un véritable maximum, mais on en déduit 
qu’on peut se borner, pour la recherche du maximum, à ne considérer 
que ce cas, et celui où l’un des 7; est nul. D'ailleurs, comme, dans ce 
dernier cas, les trois autres »; sont différents de zéro, il y en a deux de 
même parité, soient encore n, et n,; on peut recommencer le raison- 
nement, et l’on retombera sur le cas précédent (avec, =0 ou n, =0), 
ou sur le cas où l’un des trois n,; est égal à un (puisque c’est la plus 
petite valeur qu’ils puissent prendre); et, si l’on se trouve dans ce 
dernier cas, les deux autres n; sont nécessairement égaux, puisqu'il 
existe, d’après (17), un triangle ayant pour côtés n,, nm, 1, d’où 
n, 2N,—1, N,N, — 1, ce qui n’est possible que sin, =n;, ces deux 
nombres ayant même parité. 

Une fois ramenée ainsi à l’étude d’un seul cas, la recherche du maxi- 
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mum se réduit à un problème d’algèbre élémentaire. Comme on passe 
T : T ; 

du cas 0,— 0 au cas 0, = = en ajoutant = à tous les 06, donc en chan- 

geant s, de signe, on peut se borner, par exemple, à étudier le cas 


(AE 2) en cherchant alors le maximum de |s,|. On a donc 6, = 7 — 6, 
et, d’après (17), 
° sy Fh. 
sin 6, =. —————, 
ons 
d’où 
n,— Na) TES 
DA Oe oa A EN AN 4 3) ez 
ny, n, 


n. 


n, étant fixé, cette quantité est maximum pourn, — n,=1, minimum 
pour n, = 0, n,=n— 2n,. Dans le premier cas, 


$,=4n,———n 
ny 
. i =— : . 
est maximum avec n,, donc pour nr, = ——, ce qui donne 
n(n —3 
FER 
SR 
Dans le second 
n—2n,)* n° 
SEEN — RATE —n=3n——y; 
nm, ny 


minimum avec n,; d’ailleurs, on doit avoir (relation entre les côtés 
d’un triangle) 


nn, —=h—2n,59n, ou n,2 
d’ . = a 
OÙ, siIn=4p+1,n,=p+t, 


s—n|s- SEA EP abe 
2 pi pt ’ 
Het en 
Fe ae RARE DR 


etsin=4p+3,n,=p+t, 


np Is a3) 


/ CNET 
nl 3 Mi es 4 — — : 
p+1 


pti | 


NGA Co ne gd ey 


TT US 


ANS 


E 
Bo 
a 
3 
E. 
L 
“À 
Z 
FU” 
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La comparaison entre ces expressions montre que, finalement, Je 


: ; n(n —3 
maximum de |s,| a pour valeur RS, lorsque s, — 


En revenant à la recherche de la: limite du module d’une racine 
de (1), on voit qu’on obtient les valeurs 


(20) o=/" si 7 est pair, dE VE si 2 est impair. 

2 2(n — 1) 
Pour être assuré que ces valeurs sont bien les limites exactes, il reste 
à étudier les cas /=2 [le déterminant de (16) étant alors nul] 
et 4, = 0. 

Si /=2 avec 6, = 0, on en déduit u,=o, d’où y,,=—7,, la 
valeur absolue de ces deux racines restant arbitraire et égale à y/|u, |; 
done, pour satisfaire aux conditions (5), il faut |u,|<1. On a dans ce 
cas 


0 


C= Oy Us, 


o, et w, étant des variables indépendantes; le maximum est atteint 
lorsque | wz, |= 1, donc, lorsque toutes les racines ont même module; 
on retombe ainsi sur le cas précédent. 

Il reste à examiner l'hypothèse a,—=0; on est ramené au type de 
polynome que nous allons étudier comme deuxième exemple. 


Tell Lote LR tan hi ant 0. 


Pour la limite de deux racines, on est dans le cas étudié par M. Van 


Vleck et M. Biernacki; la valeur exacte est fe. 
Cherchons la limite du module d'une racine. Le système (2) se 
réduit ici a la seule équation 
o,+ uo 
et les conditions (6’) à 
bar eS; 
On a ensuite 


Pour obtenir le maximum de |€|, donnons à s, une valeur fixe «, de 
module compris entre o et 1, et qu'on peut toujours supposer réelle et 
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positive; |a?+ s,| a dans ces conditions un maximum, fonction de a, 
dont la plus grande valeur, lorsque « variera de o à 1, donnera la. 
valeur maxima de | 2£*|. 
Remarquons d'abord que, puisque |s,|=|5,|£1 et|s, [Sn —1,on 
. n . . . . 
a toujours HEVE Si n est pair, cette valeur est la limite exacte, 


étant atteinte pour 


Pour n impair, il faut refaire un raisonnement analogue à celui du 
paragraphe précédent, en considérant ici la fonction 
DES RS Sx : 
B==|o*-+- s, |? a+ Ÿ cos 26; os Ssined 


A=1 VAI 


On trouve comme précédemment que les 9 prennent quatre valeurs 
distinctes au plus lorsqu'il y a maximum. On aura ici 


NH ho + 3H —]I 


et comme nest impair, il y a toujours deux n; de même parité (même 
si les deux autres sont nuls). On trouve alors, comme ci-dessus, 


0, + 6, 6, + 8; 
= ——; A RE EE 


2 2 


9; 


Mais il n’en résulte plus aussi immédiatement que 4, est nul : cet: 
angle satisfait seulement aux relations 


H—1 n—1 \ 


(21) > sin29, |cos20.,—1[ a?-+ D cos 2 ») Sin 2 00: 


feat h=1 


(22) >) 008) == a, 


On a ainsi trois équations par rapport aux deux inconnues Pete 
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br 9 . | ee ail 
et ———- Quel que soit a, elles admettent la solution 8,—= 0, ce qui 

entraine #,—n,; mais, pour qu’elles aient d’autres solutions com- 
munes, il faut que « vérifie une relation algébrique, non identique- 
ment nulle, à coefficients entiers | on formerait aisément cette relation 
à l’aide d’un raisonnement géométrique simple, en remarquant que 

| l'équation (21) s'écrit arg(a?+s,)=— 20,, à x près]. Cette relation 
n’est donc satisfaite que par des valeurs isolées de a; or, il est bien 
évident que le maximum de z est une fonction continue de a; ces 


_ valeurs ne sauraient donc convenir. Comme dans l'exemple précédent, 


oY 


on est ramené à chercher le maximum de 3 dans le cas où 0, —0, 
0, = 7, n, =n, ou dans le cas où n; =n, — o et où 2, (ou n,) prend 
la plus petite valeur compatible avec les relations (22) et (23); 
mais ici, comme a£I, on ne peut avoir n,+n,=n—t1 que Si 


eit == 
Ni =n, = 


: ¢ Ph ue : 
-, en vertu des relations entre les côtés d’un triangle; 


on retombe alors sur une particularisation du premier cas. Il reste 
done à chercher le maximum du module de 


2 STi tb)" 
$= a— hn, + HN + — 1. 
g IT; 


En procédant comme dans le premier exemple, on trouve sans diffi- 
culté que ce maximum est égal à (nx -— 1) et est atteint pour «=o, 


A3 = R, —=0; d'où la valeur 


—* pour le maximum de |£|. Cette 


valeur étant atteinte pour a,— 0, il faut vérifier que c’est aussi la 
limite du module d’une racine de l'équation 


“t+ 24+ a0? +...4+ ann ati — 0. 


Mais comme (n —1) est pair, ceci résulte du début du paragraphe. 

_ Il reste encore à voir si les limites relatives aux équations obtenues 
en annulant successivement 4,_,, d,s, .-. ne seraient pas supérieures 
à celles qu’on vient de déterminer; il n’en est rien, d’après la forme 

même de ces limites en fonction du degré de l'équation. 
Ainsi, la ue soy ke di module d’une racine de l'équation (11) 


est Pole a (/£(4) El C Most nest Oe elle est atteinte pour a, = 0. 


(*) Nous désignons par E(x) la partie entière du nombre positif x. 
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La comparaison de cette limite avec les valeurs (20) montre que ces 
valeurs sont bien les limites exactes d'une racine de l'équation (1). 


8. (III) 1+ 2 + art + ax +... + a,2"=0. 


Cherchons d’abord la limite de deux racines. Les calculs exacts étant 

trop compliqués, nous nous bornerons à calculer la valeur asympto- 

tique de cette limite lorsque n croît indéfiniment. 
Onaicik+1=n—2, ce qui donne, pour le système (2) 


( a, Hi —0; 

(24) | 
| Ty + Oo ln + Gi Ur = 0: 

Le déterminant est égal à c,; supposons-le d’abord différent de zéro. 
Les conditions (5) doivent exprimer qu’une au plus des deux quan- 
tités Ya, Yn est extérieure au cercle unité. D’après les formules 
données par M. Cohn ([11], p. 135), ceci s'exprime par l'unique con- 
dition 


ju, 2?—1< | ity Wye teat 


On en déduit tout de suite une limite de |u,| en fonction de |u, |, car 


| Ute 


| *#— 1S |u| (1+ lus |), 
d’où 


(45) festsr+ fu] ¢). 


D'autre part, d'après les formules de Newton, on tire de (24) 


À u,—=—S,, S3—= 8? — 6, 5,, 
> ‘ 

ou 

“ 6 6 
iP (1 a “ DÉC 1 
: Er fF : 
et par suite 
Is, [S(+e) Vn et aussi lus |S(1+e) Vn 


(nous désignons par € une quantité tendant vers zéro avec 2): 
ni 


D PR NT es ie 


(1) Il est d’ailleurs aisé d'obtenir directement cette inégalité; car si |_| <1, 
ona é 


Yn |=] pull dow — |g |=] any pneu. 
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Comme 


; S. si 
F6, + u,0, + HS tés 


on a, en vertu des inégalités précédentes, jointes à |s,|<n — 2, 


(26) HÉDIVE 


Si l’on suppose 0, — 0, il faut, pour que (24) soit indéterminé, 
que 6, —0. On a alors u,=o, et u, est arbitraire sous la condi- 
tion |w,|<r1. D'où 


et l'inégalité (26) est encore valable. 


Nous allons voir que “ est la valeur asymptotique cherchée. Cela 


résulte du calcul de la limite d’une racine. Comme l'équation (III) est 
un cas particulier de l'équation (II), cette limite est inférieuré ou 


égale a Et) (js ; d’autre part, l'équation particulière (IL), dont toutes 


: a AT: , s nv 
les racines sont, en modules, supérieures ou égales a VAE » a tous 


ses termes de degrés impairs nuls; c’est donc une équation (III) particu- 
liére. On voit donc, sans autre calcul, que la limite exacte d’une racine 


de (III) est égale à \/ (2): Comme cette valeur est une borne infé- 


rieure pour la limite de deux racines, la limite de deux racines de (III) 
est asymptotiquement égale à la limite d'une racine. D'ailleurs, un 
calcul exact montre que pour n = 4, 5 et 6, ces deux limites sont 
rigoureusement égales. 

Les résultats ale subsistent intégralement lorsque, dans 
l'équation (III), on assujettit à s'annuler un nombre quelconque de 
termes de degrés ümpatrs. Il est assez remarquable que l'annulation du 
terme de degré trois dans (IF) suffise seule à ramener la limite de deux 
racines, de la valeur de M. Biernacki, à la racine carrée de cette valeur 
(au facteur indépendant de » près), et que l'annulation d’un nombre 
quelconque d’autres termes de degrés impairs n’amène plus de modi- 
fications sensibles. 
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On a des résultats moins précis lorsque, dans (11), au lieu d’annuler 
le terme en x*, on annule un terme quelconque de degré impair 
(2p+ 1) indépendant de ». La seconde équation (24) est alors rem- 

lacée par 
P P Cap+1 + Tap ly + Oops Ug — O. 
Mais si l’on tient compte des formules de Newton ('), et de l'inéga- 
lité (25) toujours valable, on déduit de l’équation précédente l’iné- 
galité 

[PPS DIS |, | 52], ..., [Sep] )s 
® étant un polynome de degré au plus égal à 2p, par rapport a 
l’ensemble des variables |5, |, |s|, ...,[|s,,|; comme |s,, |< — 2 quel 
que soit m, 
2p 
ls, |< Kn, 

K étant une constante ne dépendant que de p; on arrive d’ailleurs a 
une inégalité de même forme quand on suppose le déterminant de (2) 
nul. On a done, au lieu de (26), l’inégalité 


K 
< \/ — np+i 
a 2 


pour la limite de deux racines. La limite d’une racine est toujours 


égale à VE(: ): Si l’on annule de même dans (II) un terme de degré 


pair 2p indépendant de n, on a encore pour la limite de deux racines, 
l'inégalité 


2p—1 
AS GER 


WA 


mais ici la limite d’une racine est seulement inférieure ou égale 


VEG) 


Il est d’ailleurs aisé d’en donner une meilleure borne supérieure. 


(') Cet usage des formules de Newton dans ce numéro et dans le suivant 
s'apparente à un procédé de M. Van Vleck ([8], p. 108), déjà employé aupara- 
vant, d'ailleurs, par MM. Carmichael et Mason, dans un article du Bulletin of 
the American Mathematical Society, 1. 21, 1914, p. 14-22. 
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On doit en effet, supposer ici |u,|<2, |w.|<1 dans la discussion du 
système (2). D'où |s,|£2. D'autre part, dans l'équation 


Top + Tops Uy + Oops Us — O, 


ERA : : k | 
où l’on exprime les s en fonction des s, le premier terme seul contient 
un terme de degré p par rapport aux variables autres que s,, à savoir le 
terme en s?. On en déduit donc, comme ci-dessus, 


El 


Is ISK'R?, 


d’où, pour la limite d'une racine, l'inégalité 


gs 
ÉÉVESES 


Par contre, on n'obtient plus de bornes supérieures meilleures que 
pour l’équation (II) générale, lorsqu'on annule un terme de cette 
équation, dont le degré croît indéfiniment avec n, comme le montre 
l’équation (1). 


9. Pour terminer la première partie de ce Chapitre, nous allons 
chercher l’ordre de croissance par rapport à n de la limite 9 du module 
d’une racine de l’équation la plus générale 


(IV) P(x)=i+ ax + at +... Ap EPH Qp LP +. + And —0, 
où l’on a fixé les p coefficients a,, a,, ..., a). Nous supposerons 
d’abord a,=<0o; on peut alors prendre a, = 1 par une transformation 


linéaire sur x. Considérons la transformée de l'équation en y = >; 
avec |[£|—+, et désignons par S;, S:, ..., S;, ... les sommes des 
puissances semblables des racines de l'équation en y; on a, quel que 
soit m, 


(27) IS] < 2. 


Écrivons les p premières formules de Newton pour l'équation en y, 
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sous la forme 


È Og 

gi es) 

+2 = ei + 2a,— O, 

EN ren Tete tes CEE * s 
5 Sp Sp Si ad 

ep + opt + Oa Ep APN SRE + Pan — 0. 


(ro Ss Sn * ; : VE 
En éliminant os woe Fai entre les m premières équations précé- 


dentes, il vient, pourm=1, 2, ..., p, 


E=— §,, 
S,= ®,(a,)Si, 
E) of Ne nS x 
= ®,,,( ay, Az «+05 On) S05 
rate take eee EU age kone aN 5 
Sp= @p (az, 43, ..., ap) S4, 
ou 
I I O Oo 
24, i I 0 
Dial De, de dues NS do I Dea Gee One LS 
Mam m1 Ame . icte met aven 


Ces déterminants sont d’ailleurs liés par la formule de récurrence 


(28) b, — | LEE — a, D, + as Ds +...+ (re Am—, + (— A RG MA. 


Soit alors D, le déterminant de plus grand indice qui soit différent 
de zéro. On a, d’après (27), 


k 
(29) ris (ge) 


(1) Cette expression n’est autre que le coefficient de 4-1 dans le développe- 
D / 


ment de P{x) ? au signe près, comme il résulte immédiatement de la démons- 


tration des formules de Newton. 
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et, si tous les ® sont nuls, 


(30) p£n. 


_Nous allons montrer que ces inégalités sont les meilleures possibles, à un 
facteur constant près. Il suffit évidemment pour cela, de trouver une 
famille d'équations pour lesquelles a,, a,, ..., a, ont les valeurs 
fixées, dont le degré croît indéfiniment, et telles que le module de 
racine du plus petit module de chacune de ces équations croisse 
avec m au moins comme la puissance de n qui figure dans l’inéga- 
lité (29) ou l'inégalité (30) correspondantes. 

Examinons d’abord le cas général où ®, 0. Considérons la famille 


des polynomes 
Mp (2) =| am Su), 


7 


Q,,,(æ) étant un polynome de degré p 


On ph) Sey ea arr. ax 

choisi de sorte que les p premiers coefficients de IT, ,(æ) soient égaux 
à a,, a, ..., a). On voit immédiatement que les coefficients &;” sont 
bien déterminés, en fonction de a,, a,, ..., a,, et que, à partir d’une 
certaine valeur de n, ils sont aussi voisins que l’on veut des coeffi- 
cients du polynome Q,(x) de degré p, tel que ¢*'” ait ses p premiers 
coefficients égaux à a,, a), ..., a,. En particulier, les modules de ses 
coefficients ont une borne supérieure K indépendante de n. 


Or, pour toute racine de Il, ,(x), 
et, d’autre part, 


LO, 7(@yisK ples idésque [|x| 21, 
d’où 


ce qui démontre dans ce cas la proposition. 
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Passons maintenant au cas extrême où 


D, Oo 


Remarquons d’abord que si 


d=9= T0; 20, 


la formule (28 )donne 

0 (— Ya Am + (— Ps MA. 
Le cas que nous envisageons n’est done possible que si ma, = 4m; 
Pour M2 50.7, psd ou 


I I I 
= a=, Sarak ap= mn 
P : 


_—— 
3 « 


a } 


Nous allons nous restreindre ici aux équations dont le degré est un 
multiple de 2’-'. Soient alors 


it it ir 
Oe ere yet; SRE @®,—eP. 


Considérons le produit 
Di (1+ Wg) (I+ 3)... (1+ Wp). 


En le développant, on trouve 2’~' termes de module wn, distincts ou 
non. Choisissons notre équation en y qui correspond à (IV), de sorte 


. Vt . , x 
qu'elle ait = racines égales à chacun de ces termes. On a alors 


Se —— (4+ wf) (1 08) (Loto... Ha yp) 


oes 


et 


: n T T 
P=|5: |= F/B: |= 2 cos 7 cose... cos 
4 ) 


opi | 7 2p? 


ce qui démontre encore que, dans ce cas, l'inégalité (30) est la meil- 
leure, à un facteur constant pres. 
Nous allons combiner les deux méthodes précédentes pour étudier 
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le cas plus compliqué où ,54 0, 
Bin di 0,0. 


Nous considérerons ici des équations de degré n = 2° “km, m pouvant 
croître indéfiniment. 

Pour former ces équations, prenons (4 — 1) nombres ay, %, ..., ox 
fixes, mais quelconques, et soit Il,4:(æ) le polynome de degré km 
formé comme il a été dit plus haut, dont les (4 + 1) premiers termes 
sont 
: Yow one st a 


et dont toutes les racines sont supérieures en module à 9 = (R)> 
K ne dépendant que des a. Multiplions chacune de ces racines par les 
2/—" termes (de module un) du développement de 


a= + Oki) G = Oke) see (1 ar Sp), 


les w ayant la même signification que ci-dessus; soient 2,, 2, ..,,æ, 
les nombres obtenus. Nous allons considérer l’équation (e) de degré n 


. Li Lo az : 
ayant pour racines les nombres —; =, ..., ="; elle est bien de la 
We Wk loys 
forme 
LAO. = O0: 


Montrons qu’en choisissant convenablement les «, on peut amener 
cette équation à être du type (IV), a, ..., a, étant donnés et satis- 
faisant aux conditions 


D D... —d,— 0. 


Ceci va résulter de ce qu’en vertu de (28), sz l’on se donne arbitrat- 
rement les valeurs de ®,(a,), D;(a:, 43), ..., D(a,, ..., a), les valeurs 
de a., a;, ..., a; sont bien déterminées. Il suffit donc que les valeurs 
de ®,, ..., ®, relatives à deux équations de la forme (31) soient égales 
pour que les valeurs des p premiers coefficients de ces équations soient 
égales. | 

Or, pour l'équation (e), le relations (E) s’écrivent (avec les memes 
notations que précédemment, sauf que € a ici une valeur arbitraire, 
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sans rapport avec la limite des racines) : 


E——S,, 
2 2er «(1H we i 
S,— G+oi)( +0) ( AG D) @, (2,)S2, 
2 w} 
Lo}, )...(1+ 0% 
S, — (1+ OF.) . . ( = P) (cs, CAL 
À Wj : 
AT SPs Samed aa te ME ai ar ee tale tine de eue Wl hates SN RAS ; 
k 
I 6)}. A. I+ 6) 
GE ed) ; ( D) (os, AL te 
LOW 
Sti = 0, 


Choisissons maintenant les « de sorte que 


(ol 4) ck (ro!) 
== 5 of Dj (a2, a3 SET) 


D,(a., As, s+ 55 ai) 
C= oe Di cane on ae 


Ce choix est possible et donne pour les « des valeurs finies, puisque 
le coefficient de ®;(a,, «1, ..., %;) est différent de zéro; de plus dl est 
indépendant des raisonnements précédents. On obtient bien ainsi une 
équation du type désiré, dont toutes les racines sont supérieures en 
module a 


0 =(; | 
[url \M/° 
M étant un nombre fini ne dépendant que des valeurs a,, a;, ..., ap. 


La proposition est complètement démontrée. 
On voit donc que l’ordre de croissance du maximum du module de la 


plus petite racine de (IN) est égal à T k étant l'indice maximum pour 


lequel d,£ 0 (en prenant ®, = 1). On peut considérer cette famille de 
polynomes comme d’autant plus exceptionnelle que k est plus petit, et, 
à ce point de vue, la famille la plus exceptionnelle est la famille des 
polynomes 


te 


P,(z)=tri+z+ 


3 xr? 


x ; 
NE ds Le à — ~ dure EE aT 1 
= 31 | + p! + Ap+) X TON ca ot Oy 


ie 
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Par une transformation linéaire, on peut encore exprimer les résultats 
qui précèdent sous la forme du théorème suivant : Un polynome 


P(x)=a + ax +...+ Ap 2P 4+ Api, P+. + ana”, 


où les coefficients ay, ai, dy, ..., a, ont des valeurs fixes (a, 0), les 
autres coefficients étant arbitraires, prend toute valeur c au moins une 
1 


fois, dans un cercle de rayon K(ay, a, ...; a,, c)n?, à l'exception de 
(p — 1) valeurs distinctes au plus, racines de l'équation 


2 LC) SC) a; Ay—c)P a, 
F(a, Ai, - +, Ap, c) = @, | Me : ) + sees > ) 3, sy ANE : ) | =o. 


a a} a! 


Ces valeurs sont prises au moins une fois dans un cercle de rayon 
1 


K,(@o, &, ..., a,)n7, si le polynome n'a pas une forme particulière ; 
mats st les coefficients sont choisis de sorte que les équations 


50 He, se F0 


aient h racines communes distinctes (ho k — 1) qui ne soient pas racines 
de F,_, = 0, le polynome prend au moins une fois chacune de ces valeurs 
1 


dans un cercle derayon K,_;.( do, d,, ..+5 4 Sri L'ordre de croissance 
de ces limites par rapport à n ne peut étre amélioré. 

Nous avons supposé jusqu'ici a, <o. Si l’on prend au contraire 
7-1 = 0,0,=—1, il est aisé de voir que la seule 
modification sensible qui soit apportée aux résultats précédents est 
que l’inégalité (30) est remplacée par 


He ges. ed 


Les inégalités (29) où # > restent inaltérées, et les mêmes méthodes 
que ci-dessus montrent que ces inégalités donnent encore la meilleure 
limite possible, à un facteur constant près. 


Il. 


10. Revenons maintenant à l’équation (3); nous allons nous arrêter 
sur un aspect particulier du problème posé au début de ce Chapitre. 
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Il est bien évident que la plus petite valeur possible pour la limite 
du module d’une ou plusieurs racines de (3) est l’unité; on est donc 
conduit à rechercher dans quel cas l'équation (3) a effectivement toujours 
une racine au moins dans le cercle unité, et, si cela est possible, quel est 
le nombre minimum de ces racines. Ce probleme a été résolu par 
M. Herglotz [5], puis repris à l’aide d’une méthode différente par 
M. Biernacki ([9], p. 573), dans le cas de l'équation trinome, 


(33) 1+ x + ax"=0. 


; : : : : D ; 
Si n n’est pas multiple de p, il y a au moins E(£) racines dans le 


cercle unité, et cette limite est la meilleure possible ; si n est multiple 
de p, il existe des équations de la forme (33) n’ayant aucune racine 
dans le cercle unité. Remarquons d’ailleurs que ce résultat peut se 
déduire très aisément d’une règle générale donnée antérieurement par 
M. Bohl [4] pour calculer, en fonction de a, le nombre exact des racines 
de l’équation (33) situées à l’intérieur d’un cercle quelconque de centre 
l’origine. . 

M. Biernacki a, de plus, montré ([9], p. 583) que, dans le cas parti- 
culier où p <n, <n, < 2p, l'équation quadrinome 


I= @P + a, 24 + a. x™=0 


a toujours une racine au moins dans le cercle unité. 
Nous allons indiquer quelques cas relatifs à ce probleme, en consi- 
dérant plus spécialement le cas de l’équation quadrinome. 


11. Remarquons d'abord que, en vertu de ce qui précède, on a une 
condition nécessaire pour que |’équation (3) ait toujours une racine au 
moins dans le cercle unité; à savoir, qu’aucun des degrés n; ne soit 
multiple de p (ce qui entraine p > 1). Nous allons montrer de plus 

il faut qu’ des différ es 
qu'il faut qu'aucune des différences (n;—nj;) (,j = 1,2, ..., k) ne 
soit égale à p. W suffit pour cela d’établir que l’équation quadrinome 


(34) I++ xP +a, 2"? + a,x" = 0 
peut avoir toutes ses racines extérieures au cercle unité. 


Ceci va résulter de ce que l'équation (34) peut avoir toutes ses racines 
égales en module à un nombre p supérieur a 1. La transformée en 


2 


TA 
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: 
=> avec || =o, 


54 
(35) PH Py"? + b, yP+ b,— 0, 


a dans ce cas toutes ses racines de module wn; il suffit de voir que cela 
est possible pour une valeur de |Ë| supérieure à un. 
Or, M. I. Schur a montré ([106|, p. 136) que pour que l'équation 


f(x) = @+ ax +...+ ax" 0 


ait toutes ses racines distinctes et de module un, il est nécessaire et suf fi- 
sant que 


Han N= Onde QU Mien Paromita /0-) 
et que les racines de f(x) = 0 soient toutes intérieures au cercle unité. 
Ces conditions, appliquées à (35), s’écrivent 
PP 
bre avec! | 1 et b,= ek; 
de plus, l’équation dérivée, débarrassée de ses (p — 1) racines nulles, 
(36) ny"—P + (n —p) EP yn=?2p + peËr — 0. 


doit avoir toutes ses racines intérieures au cercle unité. Par une rota- 
tion convenable sur y, on peut supposer que <&? = £? ; l'équation (39) 
peut donc s’écrire- 


ME n—2p 
pees Oe) pee. 


el n yaad 


Or, lorsque y décrit la circonférence | y| = 1, le point z= 9(y) décrit 
une courbe (T°) qui possède, ainsi qu'on s’en assure aisément, les pro- 
priétés suivantes (') : lorsque y décrit la circonférence dans le sens 
positif, s tourne constamment dans le sens négatif autour de l’origine 


et|z| varie entre les bornes m = af et M = 1(m<_M). Done, pour 
que (36) ait toutes ses racines intérieures au cercle unité, il faut et il 
suffit que le point a soit extérieur au contour apparent de (|) [j'appelle 
ainsi le lieu du point de (I) le plus éloigné de l’origine sur chaque 
rayon vecteur |; c’est en effet le seul cas où arg li — s| ne varie pas 


(1) Ges propriétés seront établies, dans un cas plus général aux n°° 15 et 19. 
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lorsque y décrit lacirconférence | y | =1. Mais il existe certainement des 
points de ce contour apparent intérieurs au cercle |z|=1, puisque 
le maximum de |z| ne peut être atteint que pour y“? = 1, donc 
en(n— 2p) points. Il y a donc des valeurs de €, de module supérieur 
à un, pour lesquelles (36) a toutes ses racines intérieures au cercle 
unité, ce qui démontre la proposition. : 
Remarquons en passant que si p= 1, la courbe (I) coincide avec 


son contour apparent; la plus grande valeur possible de || est alors 


““—; cette valeur est d’ailleurs ici la limite exacte d’une racine puis- 


n— 2 
qu'elle coincide avec la limite de M. Biernacki. On pourrait d’ailleurs 


le voir autrement; l’équation (34) a dans ce cas une lacune autosyme- 
trique pour laquelle r = 2, s =n — 3; comme, d’apres le théorème de 
M. Biernacki, on ne peut avoir / > n — 3 lorsque la limite est atteinte, 
il faut nécessairement que / = o ou {= 1. D/ailleurs, si {= 1, on a, 
d’après (12), 0, = 0, d’où |£|=|y,|£1; la limite est donc bien atteinte 
pour /=o0. 


12. Revenons au problème posé au n° 10; remarquons qu'on peut 
le considérer comme complémentaire de celui que nous avons étudié 
dans la première partie; il s’agissait alors, étant donné un entier A, de 
trouver un cercle qui contienne toujours un nombre de racines au 
moins égal à L; ici, au contraire, c’est le cercle qui est donné, et le 
nombre minimum de racines intérieures qui est inconnu. Il semble 
done naturel de s'adresser, pour attaquer ce problème, à des formules 


analogues à celle de Cauchy donnant le nombre des racines d’une. 


équation dans un contour; et de fait, c’est au fond une transformation 
de la formule de Cauchy qui va nous fournir notre méthode d’investi- 
gation. 

Nous avons exposé cette méthode, en vue d’autres applications, dans 
un travail antérieur [ 12] auquel nous renverrons pour les démonstra- 
tions. À quelques modifications de détail près, la règle fondamentale 
à laquelle nous sommes parvenus, et qui va nous servir de base, peut 
s’énoncer de la manière suivante : 


Considérons l'équation 


(37) Deyo Ol aves 


ey, 
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que nous supposerons n'avoir aucune racine sur la circonférence du cercle 
unité. Par hypothèse, o(z3) est une fonction méromorphe dans le cercle 
unité (C) et sur sa circonférence. Elle fait correspondre à (C) un 
domaine (A) étalé sur une certaine sur face de Riemann (2) à un nombre 
fini de feuillets; nous supposerons que les points + 1 ne sont pas des 
points de ramification de cette surface ('). 

Dans chaque feuillet, traçons le segment L, joignant les points + 1, 
et divisons la partie de (A) qui se trouve dans ce feuillet en un nombre 
fini de domaines, à l'aide de lignes auxiliaires 1, ne coupant pas L, de 
sorte que chaque domaine partiel rentre dans l’une des quatre catégories 
suivantes : 


1° Ou bien le segment L est complètement extérieur au domaine ; 

2° Ou bien le segment L est complètement intérieur au domaine ; 

3° Ou bien la partie (Y) de la frontière du domaine qui fait aussi 
partie de la frontière de (A) coupe L en un seul point N, la portion du 
segment L allant de N au point + 1 étant intérieure au domaine partiel 
[ou, d'une maniève analogue, (+) coupe L en un seul point M, la portion 
de L qui va de M à — 1 étant intérieure au domaine]; 

4° Ou bien (y) coupe L en deux points M, N[ R(N) << R(M)| (*) tels 


que le segment MN soit intérieur au domaine. 


Attachons alors à chaque domaine partiel un indice à égal à zéro pour 
les domaines de premiere catégorie, à un pour les domaines de deuxième 
catégorie. Pour les domaines de troisième et quatrième catégorie, désignons 
par P et Q les points de la circon férence de (C) auxquels la fonction ® (3) 


(:) Dans les applications, la fonction 9(s) dépendra en général d’un certain 
nombre de paramètres arbitraires, et les deux restrictions que nous faisons sur 
cette fonction sont en général vérifiées sauf pour un nombre fini de valeurs de 
ces paramètres : on étudiera donc simplement ce qui se passe pour ces valeurs 
en s'appuyant sur la continuité des racines en fonction des paramètres. Au 
besoin, si o(z) ne contient pas de paramètres arbitraires, il est toujours possible 
d’en introduire un, comme nous le verrons plus loin (n° 13). 

(2) R(s) ou R(M) désignera, dans tout ce qui suit, la partie réelle de la 
variable s ou de l’affixe du point M. 
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fait correspondre les points désignés par M et N, et posons 


R(P) -— R(M) __ R(Q) — AN) 


b= EP) amy) LT jar@y—acny) À”: 


Nous ferons alors correspondre aux domatnes de troisième catégorie 
l'indice | : 


ou 


suivant qu’on est dans l'un ou l'autre des cas définis ci-dessus. Enfin, pour 
les domaines de quatrième catégorie, nous prendrons 
s  Ig—Ip 
9 — - . £ 
2 
Ceci posé, le nombre des racines de l'équation (37) intérieures au cercle 
unité est égal à 


(38) al = pe >> Ô, 
la somme étant étendue à tous les domaines partiels. 


Il est facile de généraliser cette règle lorsque, au lieu de prendre 9(z) 
holomorphe dans (C), on suppose que cette fonction admet, dans (C), 
p déterminations se permutant entre elles, et n’a d’ailleurs dans (C) 
d’autres singularités que des points critiques algébriques ou des pôles. 
Il faut alors remplacer le cercle (C) par p cercles superposés situés 
sur p feuillets de la surface de Riemann (S) sur laquelle (=) est uni- 
forme. On raisonnera comme ci-dessus sur chacun de ces cercles, 
entaillé par des coupures le long des lignes de croisement de (S); on 
constate aisément que ces coupures n’interviennent pas dans l’évalua- 
tion finale de Jv. Si (A) est encore le domaine que 9(z) fait corres- 


(*) Ges formules n'ont plus de sens lorsque R(P) = R(M) ou R(Q)=R(N); 
une racine au moins (et une seule en général) vient alors sur la circonférence, 
au point P ou Q suivant le cas. 


à 
ce 
Ce 
=: 
% 


PORE tien Se het aR DA 
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pondre aux p cercles situés sur (S), ona, au lieu de (38), la formule 
(39) Cp 20, 


la sommation étant étendue aux domaines partiels de (A). 
C'est de cette formule que nous allons faire usage dans l'étude des 
équations de la forme 


(40) 1+3#— 2z70(z)— 0, 

g(3) étant holomorphe dans le cercle (C); enposant z? = t, on obtient 
i 

bien en effet une équation du type (37), et o(1?) est une fonction a 

p déterminations se permutant autour du seul point critique ¢ = o. 


13. Considérons d’abord le cas où, dans l'équation (40), on a 9(0) =o 
et où, de plus, le domaine (A) est ¢tozlé par rapport à l’origine. Nous 
entendons par là que, lorsque le point z décrit la circonférence (C) 
dans le sens positif, le rayon vecteur joignant le point Z = o au point 
Z= (2) tourne toujours dans le sens positif. En choisissant comme 
lignes de croisement de la surface (2) des demi-droites issues de Z = 0, 
ou dont le prolongement passe par ce point, on voit, d’après cette défi- 
nition, que la partie du domaine (A), située dans un feuillet quel- 
conque, forme un domaine étoilé, au sens ordinaire (‘). 

Nous allons chercher, dans ce cas, à obtenir un minimum pour IU. 
Considérons, au lieu de (40), l’équation plus générale 


(41) i+ 3 — 2)zPo(z) —0, 


où nous supposerons d’abord que À est un paramètre réel pouvant 
varier de o à ++. Il est alors évident, en vertu de notre règle et du 
fait que (A) est étoilé, que, lorsque À croît à partir d’une valeur À, 
telle que|A,9(s)| <1 dans le cercle unité, le nombre des racines de (41) 
intérieures au cercle unité ne peut décroitre; en effet, pour A = Ag, tous 
les domaines partiels sont de quatrième catégorie; lorsque A croit, les 
points Q et P ne dépendent pas de À, R(M) croît et R(N) décroit, donc 
I, ne peut que croître et I, que décroitre; d'autre part, le passage 


(2) C'est-à-dire que si M estun point intérieur au domaine ou sur sa frontière, 
il n’y a aucun point du segment OM extérieur au domaine. 
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d’un domaine de quatrième catégorie à un domaine de troisième cate- 
gorie se marque en faisant I) — +1 ou I, = — 1, et le passage à un 
domaine de seconde catégorie en donnant simultanément à I, et I, ces 
deux valeurs. Pour avoir le minimum de JU, nous pouvons donc 
prendre À suffisamment petit pour que la plus grande de toutes les 
quantités | R(M)|, | R(N)| soit inférieure à la plus petite de toutes les 
quantités |R(P)|, | R(Q)| différentes de zéro. 
Remarquons d’autre part que, comme (39) s’écrit 


I ee ~ (Ig — Ip) = p + = So — 22 


et qu'ici les points M et N sont bien définis, indépendamment de la 
décomposition de (A)en domaines partiels [ puisque les points N sont 
ceux situés sur le segment (0, — 1) et les points M ceux situés sur le 
segment (o, + 1)|, on peut associer ces points d’une manière arbitraire, 
sans tenir compte de cette décomposition. Nous associerons alors à 
chaque point N le premier point M que l’on rencontre lorsque ¢ par- 
court (C) dans le sens positif, en partant du point Q. Les indices que 
nous évaluerons sont ceux que donne la formule 

(ER 

+, 


D — 
2 


lorsqu'on l’applique à deux points associés. 
Cae 
Prenons alors pour un arc QP correspondant à deux points associés 


la détermination comprise entre o et 27, et désignons par w, et w, les 


points d’affixes 4, = + 7, t, = — 1 sur la circonférence (C). En tenant 
compte du choix de À, on voit que : 
ATEN 


A 2 . . 
= +1 81 QP contient w, au sens large, et ne contient pas w, au sens 
strict ('); 


N . . . 
0 = 0 si QP contient w, au sens large et w, au sens strict; 
ES 


x . . 
¢—=—1 si QP ne contient pas w, au sens large, et contient w, au 
sens strict. 
RE SPOR se Win fade, ede RS Mae Sa Made PT M eo DS ye LE 
(*) Nous dirons qu’un are contient un point au sens strict si ce point est inté- 


ni > à Jann > 3 oO; as Ay = Sue ‘ 
rieur à l'arc, au sens large si le point est intérieur à l'arc ou confondu avec une 
de ses extrémités, 
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On a donc, quel que soit À réel et positif, 


(42) I2p+l,—,, 


f (laa 
l, étant le nombre des arcs QP contenant w, au sens large, l, celui des 
Cao 


arcs QP contenant w, au sens strict. Il est d’ailleurs évident que ce 
résultat est encore exact si l’on prend une détermination quelconque 


TRES 
pour QP (étant entendu que si un arc contient un point # fois, il est 
compté # fois dans l'évaluation de Z, ou L). 
Dans tout ce qui suit, nous désignerons par 4 l'argument de z, par 
+ = p4 l’argument de ¢ = 2, et nous poserons 


Li(3) en 


Prenons alors pour chaque arc QP sa détermination naturelle : nous 
entendons par là 1a variation de 3 lorsque le point o(e") va de Nen M 
le long de la frontiére de (A), en tournant dans le sens positif et sans 
passer deux fois par la méme position. Dans ces conditions, on peut 


encore dire que /, est égal au nombre des points 2,( =) situés dans le 
dem-plan inférieur ou sur l'axe réel du plan des Z; de même, L, est égal 
au nombre des points Z(— =) situés dans le demi-plan inférieur du 


plan des Z (à l'exclusion de l'axe réel). 

Si maintenant on donne au paramètre À des valeurs complexes, cela 
revient à faire tourner le domaine (A) autour de l’origine; il faut donc 
remplacer l'inégalité (42) par 


(43) an >p +! 


L étant le minimum de (1, —1,), lorsqu'on remplace, dans la définition 
de ces nombres, le demi-plan inférieur du plan des Z par un demi-plan 
limité par une droite arbitraire pivotant autour de l'origine. 

Il résulte d’ailleurs de la démonstration que l'inégalité (43) est la 
meilleure possible, car elle se transforme en égalité pour une valeur 
convenable de À. 


14. On peut encore donner l’énoncé suivant, plus simple d’aspect, 
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mais moins précis : St, parmi les p points Z,(3) (k=0,1, ..., p—1), 
il y en a toujours l, au moins situés d'un même côté d'une droite issue de 
l'origine (y compris les points situés sur la droite) lorsque 3 et cette droite 
varient arbitrairement, le nombre des racines de l'équation (41) tnté- 
rieures au cercle unité, est au moins égal à 21,, quel que soit le para- 
mètre À. En effet, on a 2,24, et 1,<p—J,. Mais le fait que la limite 
obtenue est un nombre pair montre que certainement cette limite n'est 
pas toujours atteinte. 

En faisant des hypothèses supplémentaires sur 9(z), on peut arriver 
à de meilleures limites. Supposons par exemple que p soit ëmparr, et 


©(3) une fonction paire, alors tout point d’affixe Z(E) est confondu 
avec un point d’affixe Z,(— oh on a done 
| Let, d'où +7 Ep: 
Supposons maintenant que p soit pair el (2) umpaire; on a dans ce 
cas 1,2È et l,<® puisque les points d’affixe Z,(5) sont symétriques 


deux à deux par rapport à l’origine ; donc ici encore 9T2p. On peut 
résumer ces deux propriétés en disant que si 3/o(z) est une fonction 
impaire, on a toujours 


(44) IU 2 p. 


15. L'application de ces propriétés a l’équation trinome donnerait 
immédiatement le résultat de MM. Herglotz et Biernacki. Nous allons 
les utiliser dans l’étude de l’équation quadrinome. Nous supposerons 
l'équation ramenée à la forme 


(45) 1+2/+ a. zu + az — 0 (CR DEC ne), 
Pp, nm, etn, étant premiers dans leur ensemble, n, et n, pouvant être 


tous deux pairs (ce dernier cas se produit lorsqu'on pose a = z? dans 
l'équation 


(46) 1+ XPH COPA —}- Ag Em Oo, 


ou p est impair, p, mm, et m, premiers dans leur ensemble; pour 


revenir à l'équation en a, il faudra diviser par 2 le nombre de racines 
trouve ). | 
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L’équation (45) est bien du type (4o) avec 


I 
9(2)=— [aus P+ as], 
Nous poserons 
ay 5 Aa ; p 
pa Ae pelt — -2 =p, ei%, ue -a=za.— 
Rent i ea DRE VRE ot Re RARE Re 


La frontière du domaine (A) est comprise entre les cercles 
Pee Ps te net Ze == |p, ps fe 


I] s’ensuit que si |9.—9,|>1, tous les domaines partiels de (A) sont 
de premiére ou de seconde catégorie, suivant qu’ils ne contiennent 
pas ou contiennent l'origine. Donc, pour 9, — 9, >1, ona IU= ny, et 
pour 6, — fs > 7, OC —n;. 


16. Pour appliquer les résultats obtenus ci-dessus, nous pouvons 


Le Ay ; à 
considérer —* comme fixe, a, comme un paramètre variable. Il nous 
L 


faut d’abord déterminer pour quelles valeurs de = le domaine (A,) 
1 
que fait correspondre au cercle unité la fonction 
D TRES 


est étoilé. On sait que la condition nécessaire et suffisante pour qu'il 
en soit ainsi est que 


iD’ (eil 
(47) al |S 


lorsque 0 varie de o à 27. On trouve, par un calcul facile, que cette 
condition est équivalente a 
[Gi p)—(r:—pp][1—p]20, 
c’est-à-dire 
n,— p 

8 >I ou ae ri AS 
(48) FE PE hp 

Nous commencerons par supposer que l’une ou l’autre de ces conditions 
est vérifiée. 

Il résulte alors des n° 13 et 14 que, tout d'abord, st n, et n, sont 

Ann. Ee. Norm., (3), XLVI. — Aout 1931. 37 
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tous deux impairs, on a 

AZ p. 
S’il n’en est pas ainsi, il faut étudier la distribution, par rapport a 
une droite (D) issue de l’origine des p points 


Zx(3) (h=0, 55-25 GaP), 


s 


lorsque 3 et (D) varient arbitrairement. Dans l'expression de Z,(3), 
nous supposons à fixe; mais il est clair qu’il revient au même, pour la 
recherche du nombre J,, de laisser « fixe et faire varier la droite (D), 
ou de laisser (D) fixe et faire varier «. Supposons done que (D) soit 
l'axe réel; il nous faut évaluer le nombre minimum des quantités 


Ex sin(n, —p) ET 


(k=0, I, +, PTE); 


: | 2 +247 | 
+ psin| (n,— p) ———— +a 


qui sont de même signe, lorsque 5 et « varient arbitrairement, p ayant 
une valeur quelconque satisfaisant à (48). 

Voici un procédé donnant une borne inférieure de ce nombre ne 
dépendant que de p, n, et n,: formons l'équation (E) de degré p 
ayant les &, comme racines; si l’on pose 


p—1 
Sa DEP, 
k=0 


un calcul simple montre que l’on a 


S2h+1 = 0, 


sauf s'il existe deux nombres entiers y, et ty, positifs ou négatifs, de 
parités différentes, et tels que 


(49) fy My + Hole =O (mod p), 
[Pr | + |pe|[S2h+1. 
Supposons d’abord que 


n,Ao (mod p), 2,40 (mod p) 


et soit 2q +1 le plus petit nombre impair tel qu'il existe deux entiers 
pet Ys, solutions de (49), avec |, |+ || = 29 +1 (on ag>o, 
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d’après l'hypothèse sur n, et n,). On a donc 


Ses. Ne Sag-À = © 


et, par suite, d’après les formules de Newton, 


a, = A3—= Aj—=.. += Ag 1—O0, 


a; étant le coefficient de €?~' dans l’équation (E). D’après le théorème 
de Descartes, l’équation (E) a donc au plus p — q racines d’un signe 
déterminé, et comme toutes les racines sont réelles, au moins q racines 
d’un signe déterminé. D'après le théorème du n° 14, on a, par suite, 


(50) AN 224. 


17. Il est parfois possible d'améliorer cette limite en utilisant la 
proposition plus précise du n° 13. Rangeons les solutions de la 
congruence (49) suivant les valeurs croissantes de |v,|+|y.|, et 
supposons qu'il n’existe aucun couple de solutions tel que | v.,| +|1 | 
soit un nombre parr inférieur à 29 +1. Soient alors 11°, x, les pre- 
mières solutions que l’on rencontre pour lesquelles, ou bien 


hu |+ pl 


est un nombre pair (h22q +1), ou bien un, + un, est un multiple 
pair de p. 

On voit alors aisément que les sommes S,, d'indice impair inférieur 
ah ne changent pas lorsqu'on augmente 3 de x, et que les sommes 
d'indice pair inférieur à À ne dépendent pas de 5. 

Pour appliquer le résultat du n°13, donnons a $ successivement les 


valeurs + = et — =, et soient (E,) et (E,)les équations ayant pour 


racines les & correspondants. Il résulte de la remarque précédente 
que ces équations ont les mêmes coefficients jusqu’au terme en £” "+! 
inclus. Si est le nombre de variations de la suite 


eq, Aogris ages +++) Ana; 


il résulte immédiatement du théorème de Descartes que l’une des 
équations admet au plus p —h+ g + ¢ + 1 racines positives, et l’autre 


DES dt dalles LUS ie 
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en admet au moins q+ ¢; donc, 

lL<p—h+q+e+1, Lege. 
et 
(51) AN>h—1:1. 
Considérons encore le cas où 

n,—n,=o (mod p). 

L'expression des points Z,(3) montre que ces points sont les sommets 
d’un polygone régulier de p côtés centré à l’origine. On en déduit que, 


si p est pair, 24, L<f, d’où 
A 2 p. 


Si p est impair, J,>? = <P, d’où 


A > p —1. 


sauf lorsque n, et n, sont tous deux impairs, puisqu'on a vu qu’alors 
IU2p. 

Ces derniéres limites, résultant de la considération directe des 
points Z,(3), sont les meilleures possibles, d’après le n° 13. 

Au contraire, il est aisé de donner des exemples où les limites (50) 
et (51) sont inférieures aux limites exactes. C’est ainsi que si 


n—=2p-+tT, n,=2p+ 2, 
la formule (50), seule applicable ici, donne 9722. Or, en posant 


ee Ptie + 2kT 
P P 


’ 


ona 
Ex sing, + p sin(2¢,+ ), 


ne dépendant que de 3 et «. La fonction 
f(t) =siné + p sin(2t + W) 
est évidemment positive lorsque sint et sin(21+ d) le sont, donc, 


soit dans un intervalle de la forme (us to + =) soit dans les deux 
2 
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. T : . 
intervalles (0,¢,) et (4 +22); en tout cas, il y a au moins 


B(2)—1 valeurs de €, pour lesquelles ¢,>0, quels que soient S 


et «; d’où 


limite meilleure que la précédente dès que p212. 


18. Nous avons jusqu'ici laissé de côté le cas où n, ou n, est mul- 
tiple de p. Si n,, par exemple, est un multiple impair de p, la considé- 
ration des points Z,(3) montre que 


IL>p si N,— p est pair, 
IL>p—t si n,— p est impair. 


Ces limites sont les meilleures possibles; on en a d’analogues 
lorsqu'on intervertit n, et n, dans les énoncés. 

Lorsque n, ou n, est multiple de 2p, on sait que l’équation (45) 
peut n’avoir aucune racine intérieure au cercle unité. 

Il est seulement possible ici de donner une limite inférieure de It 
en fonction de o. C’est ainsi que lorsque n, est multiple de 2p, on 
trouve aisément que pour e >1, ona 


x 228 ( £2), 
Fa 2T 

I 
Po —2 are on 


De même, si », est multiple de 2petp<1,ona 
o> 2B( 2%), 
a, 27 


avec 
p= 2 arc cosp. 


En résumé, on peut dire que l'équation quadrinome (45) a toujours 
une racine au moins dans le cercle unité lorsqu'on suppose vérifiée l’une 
des conditions (48), sauf lorsque n, ou n, est multiple de 2p. 


F: 
= 
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19. Passons maintenant au cas où le domaine (A,) n’est plus étoilé, 
ce qui correspond aux valeurs de ¢ telles que 


Ni — D 


Ne — Pp 


<p: 


Il nous faut d’abord étudier de plus près la forme de la courbe (I’,), 
frontière de (A,), définie par l'équation 


Z— Rei9 = emp) + 0 eillrs—p)0+a) 


Posons, pour simplifier, 
m,=Nn,— Pp, m,=N,— p. 


Il est immédiat que, lorsque 4 augmente de RAR: reprend la 
Ms — M, 
2, T 


même valeur et © augmente de mz) On peut donc se borner à 
GE 1 


étudier la portion de la courbe décrite par Z lorsque 0 varie dans un 


intervalle d'amplitude —— On a 


17 Mo 


R= 1 + p°+ 2p cosy, 


— + 

Fp M+ (mm) PB 8) 
BO __ (ar) p(pt—1) sing 

dé? R° ) 


où 
Y= (m,— m,)0 + a. 


Traçons la courbe de variation de @ en fonction de 8; on peut sup- 


° . . à 2 : 
poser, pour simplifier, « = o et @ variant de oa ——} Y varie alors 
= 1 


: de 
de o à 27. Lorsqu'on change 4 en 27 — 4, “qj ne change pas; la 


courbe de variation de © est donc symétrique par rapport au point 


AG LEE 
(A) Ms — M 


@— aT 
m,— M, 


ries à 


: 
: 


Pek a Ne ALCATEL SOL € 


% 


ne 
sf 
eS; 
aa 
a 
+ 
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Comme © s’annule pour une seule valeur d ee 
6 P seule valeur de cos, et que = 


négatif pour o << < 7, on construit aisément la courbe (fig. ‘oe 


est 


D'autre part, R? ne change pas lorsqu’on change en 2% Ë y, et 
décroit constamment de (1 + 9)? à (1 — 0)? lorsque Ÿ croît deo à x. 


La portion de la courbe (F,) que nous considérons est donc symé- 


M, 
~—; pour les valeurs de 0 com- 
Ms — M 


trique par rapport à la droite @ = 
prises entre les abscisses des points C et C’, elle présente une boucle, 
vue de l’origine sous un angle inférieur à x ('), et coupée en deux 
points au plus par tout rayon vecteur. Il est d’ailleurs aisé d’avoir une 
limite supérieure pour l'intervalle de variation de 9 qui correspond à 
une demi-boucle; on a, en effet, sur la figure 1, AC< AB, OB étant la 
tangente à l’origine, de coefficient angulaire 
(Se) My Map Mit Ms 
BiG LT ET 8 


(2) En effet, cet angle est égal à la différence du maximum et du minimum 
de @, donc inférieur à la différence des ordonnées des points D et D’ (fig. 3), 
soit 


PAD | ee ee — 


Mo — M Ep m,— M 


7 Jr 2 PAT MENT 
ee 
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Il vient donc, par un calcul facile, 


ACS ABS —— 
Re 

On constate aisément (') que la boucle contient, sur son axe de 

symétrie, un point de ramification V de (2), correspondant a une 

racine de 9 (zs) =0, différente de z =o. 

Le domaine (A,) présente donc (m, — m,) boucles de cette nature, 
distinctes ou confondues en projection sur le plan simple, chacune 
d’elles se trouvant sur un seul feuillet de la surface de Riemann (2), 
si l’on prend pour ligne de croisement issue du point V la demi- 
droite VS qui joint ce point au point double de la boucle (fig. 2). On 
peut alors prendre comme domaines partiels de (A,), les (m2: — m,) 


Fig. 2. 


o n Ze) 


boucles entaillées par les coupures à deux bords VS; d’après ce qui 
ic eae ia ermine ween CS ONE eS 


(*) Il suffit de calculer le rayon vecteur R, du point double S; on trouve sans 
difficulté 
Rie sin(m,— m,)o 
sin M2 ® 


? étant le plus petit angle positif solution de l'équation 


SIN M, p — p sinmsy — 0. 


Comme p DES 7) on voit que 9 est inférieur à me et, par suite, R, SR Peas 
Mo Se 
Or, le rayon vecteur du point V est au plus égal gots ie 


9 
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_ précède, il reste un domaine étoilé (A;), ramifié m, fois al origine, et 
qu'on “a en domaines partiels comme il a été expliqué 


ke antérieurement. 


On peut raisonner sur (A!) comme nous l'avons fait au n° 13; la 


= somme des indices des domaines partiels de (A) sera encore supé- 
rieure à L, — L,, avec la première définition de ces nombres; mais on ne 
E peut plus en déduire une limite ne dépendant que de la répartition des 


points Z( ) et u(— =) par rapport à axe réel. Il se peut, en effet 
is. aus qu “entre les points associés N et M se trouve une coupure VS, 


que Ja boucle correspondante coupe l'axe réel et qu'un point Z(Z =) 


_ se trouve sur la portion M’N’ de cette boucle située au-dessus de l'axe 


réel. Cependant, l’are QP correspondant contient évidemment le 
point w, au sens large, donc doit être compté dans /,. Il faut, par con- 
séquent, modifier le résultat du n° 13 de la manière suivante : 


_ Soient i, le nombre des points Zy( 2) sit situés dans le demi-plan infé- 


rieur ou sur l’axe due a, le nombre de ces points qui se trouvent sur des 


‘Il vient de même 


_ boucles dont le potnt double est dans le demi-plan supérieur; +, le nombre 


_ des points Zi(E) situés dans le demi-plan supérieur (axe réel exclu) sur 


des boucles dont le point double est dans le demi-plan inférieur; on a 


i=) 0, + T4. 


Leahy Ta To 


_ avec des définitions analogues pour À, o, et t, relativement aux 


points z,(— ®). Si, d’autre part, on désigne par v_, v,, y. le nombre 
des boucles dont l’indice est respectivement —_ 1,0, +1, il vient fina- 
lement, d’après (44); 


(52) ee 


90. Pour utiliser cette inégalité, on cherchera une borne inférieure 
pour (A, — A») par les mêmes procédés que dans le cas où (A,) était 
étoilé; on pourra appliquer, en particulier, les formules (50) et (51) 

Ann. Ee. Norm., (3), XLVIII. — Aout 1931. 38 


L'ACTU 
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[où il faut remplacer 2 par (p + A, — À:)]: Avant de limiter de même 

les autres termes de (52), indiquons quelques cas où cette formule se 

simplifie. E 
Supposons d’abord n, et n, impairs ; si p est impair, les points zu( = ) 


et Zu(— =) sont confondus, d’où A, —9,2A,— 92, T= Ta, et, par 


suite, 
(53) N2>p+v;—v… 


Si p est pazr, les points Z, (=) sont deux à deux symétriques par rap- _ 
port à l’origine, ainst que les boucles; done À, — 9, +727, et, de 


même, A, — Op + To sf. La formule (53) est encore valable. 


On peut, d’ailleurs, dans ces deux cas, donner pour v_ une limite 
supérieure plus avantageuse que (n, — n,). Considérons, par exemple, 
une boucle dont le point double est dans le quatrième quadrant (nous 
dirons, pour abréger, « une boucle du quatrième quadrant ») et dont 
l'indice est égal à — 1 (fig. 2); on a done 

R(P')>R(M')> 0. 


Si p est impair, il existe une autre boucle confondue en projection 
avec la première, et pour laquelle les points P, et Q', correspondant 
à M'et N’, sont respectivement symétriques de P’ et Q’ par rapport à 
l’origine ; donc, 

R(P,)=— R(P!) <0 < R(M’), 


I, —=— I. 


L'indice de cette seconde boucle ne peut être que o ou 1. Sip est 
par, il existe une boucle symétrique de la première par rapport à 
l’origine, coupant l'axe réel en M° et N°, respectivement symétriques 
de N’ et M’; les points P° et Q' qui correspondent à M! et N° sont res- 
pectivement confondus avec Q’ et P’; donc, 


R(Q),)=R(P’) > o> R(N), 
Lo, = + I. 


Cette nouvelle boucle est encore d’indice o ou 1. Ainsi, lorsque n, 


4 
3 
2] 
4 
“4 
4 


Tey, Er 
eS hod 7 


FUME 
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et n, sont impairs, à toute boucle d'indice —1 correspond une boucle 
d'indice o ou 1, donc 


PES ve 

et comme À 
DEVENEZ Ne — My, 

TER LA on re 


2 


Finalement, si n, et n, sont impairs et si 2P> M —n,,On a 


Sans faire d’hypothèse sur la parité de n, et n,, nous allons montrer 
que si l’on désigne par h le minimum de(p + i, —d,) et sith2n, — n,, 
ona 


(54) It Zh —(ny—n,). 

Remarquons, en effet, que les points M’, N ot une boucle coupe l’axe 
réel sont toujours sur Ja même demi-boucle; d’après ce qu’on a vu 
LES SS 

plus haut, on a donc, pour l’arc Q’P’ correspondant, 


OP eA ae 5 uisque 7, >> M > 
= ee reer se à eee 


Considérons alors une boucle du quatrième quadrant (/ig. 2), 
contenant sur l’arc M’N’ un point Z,( — z) [a après l’inégalité précé- 


dente, elle ne peut en contenir plus d’un et ne contient pas non plus 


LEE e 
de points 2.() |. L’arc P’Q’ correspondant contient le point w,, donc 


R(P')<o, I= — 1. La boucle ne peut être que d’indice o ou 1. Il 
en est de même pour toutes les boucles des troisième et quatrième 


quadrants contenant les 7, points Z(— BY situés dans le demi-plan 
supérieur. On voit également-que les boucles des premier et second 
quadrants, contenant les o, points Zu ) du demi- -plan inférieur, ont 


aussi comme indice o ou 1. Donc, comme toutes ces boucles sont 


distinctes, 
Oy Ta Vo + V4, 
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d’où 
Oy + T. + VS Ne My 


et, en portant dans (52), on en déduit l’inégalité (54). 


21. Revenons maintenant au cas général où nous ne faisons aucune 
hypothèse a priori sur p, n, et n,; pour utiliser la formule (52), nous 
allons chercher un maximum pour l'expression (0, + 7: + v_); on 
aura ensuite j 

It > Min(p + A,— A.) — Max(o,+7,+ v_), 
ce qui donnera une limite pour Jv si le second membre est positif. 

Pour rechercher ce maximum, nous nous placerons dans le cas le 
plus défavorable, celui où toutes les boucles coupent l’axe réel en des 
points de module inférieur à un. On constate aisément que ce cas peut 
effectivement se produire lorsque o est assez voisin de 1. Dans ces 
conditions, 5, est inférieur au nombre maximum des points (5) 
situés sur les moitiés droites des boucles du premier quadrant, augmenté 

: : T TEL. vee 
du nombre maximum des points 2,2) situés sur les moitiés gauches 
des boucles du second quadrant; de mème, 7, est inférieur à la somme 
P É be T HAE ae 5 
du nombre maximum des points Z,( — — | situés sur les moitiés droites 
2 
des boucles du troisième quadrant, et du nombre maximum des points 
T RU ee y 
2 ( — =) situés sur les moitiés gauches des boucles du quatrième 


quadrant. 
Pour avoir le maximum de v_, remarquons que si l’on désigne 


s 


par R, la longueur de la tangente à une boucle issue de l’origine 
d® 
qe 
découpés sur l’axe réel par les boucles des premier et quatrième 
quadrants contiennent tous le point B d’affixe R,; de même, les seg- 
ments découpés sur l’axe réel par les boucles des second et troisième 
quadrants contiennent tous le point B’, d’affixe — R,. Soient B, et B, 
les points de la circonférence (C), situés respectivement dans le pre- 
mier et le quatriéme quadrant et qui se projettent au point B; soient, 
de même, 8, et 8; les points de (C) qui se projettent en B’. 


(valeur de R correspondant a la racine de 0). les segments M'N’ 


Dé : 
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Ceci posé, pour qu’une boucle du premier quadrant ait pour indice 


— 1, wl est nécessaire que l’arc Q P correspondant contienne le point 8, ; 
donc, le nombre des boucles du premier quadrant d'indice —1 est au 
plus égal au nombre des points Z,[arg{,] situés sur les moitiés droites 
des boucles du premier quadrant. On raisonne de méme sur les boucles 
des trois autres quadrants; on voit donc finalement que nous pour- 
rons obtenir un maximum pour (o,+-7,+v_), une fois que nous 
aurons résolu le problème suivant : Déterminer le nombre maximum » 
des points Z,(S) situés sur les mottiés droites (ou gauches) des boucles 
d'un quadrant donné; pour fixer les idées, nous supposerons qu'il 
s’agit des moitiés droites des boucles du premier quadrant. 

Pour résoudre ce problème, nous procéderons de la manière sui- 
vante : soit 0, la valeur de l’argument de z à laquelle correspond, 


sur (I’,), le sommet d’une boucle; les sommets de toutes les autres 


2kT 
boucles correspondent aux valeurs 0, + ———- 
sr 


a k prenant (m, — m) 


valeurs entières, deux a deux incongrues [mod(m,—™m,)]; nous 


déterminerons successivement : 


1° Les valeurs de # pour lesquelles la boucle est dans le premier 
quadrant; 

2° Les valeurs de # pour lesquelles la moitié droite de la boucle 
contient un point Z,(3). 


Le nombre maximum des valeurs de la première suite congrues 
[mod(m, — m,)] à des valeurs de la seconde sera le nombre v cherché. 


£ 


2m T 


27 : 
1° Lorsque 9 augmente de ———, © augmente de - SL mM, 
Ms — mM, n 


5 Lo — Ma 
et m, sont premiers entre eux, les (7m, — m,) boucles sont distinctes 
sur le plan simple; s’il n’en est pas ainsi, en désignant par d le plus 
grand commun diviseur de m, et m,, et en posant 


MI ALU Tee, 


il y a (do — pA) boucles distinctes sur le plan simple, chacune d’elles 
étant la projection de d boucles sur la surface de Riemann. Si, à un 
nombre entier #, correspond à une certaine boucle, les nombres cor- 
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respondant aux boucles confondues avec elle en projection sont de la 
forme #+(l — p)æ, æ, prenant les valeurs 0, 1, ..., (d — 1); ces 
nombres étant évidemment deux à deux incongrus [mod(m,—m,)], 
on obtient bien ainsi toutes les boucles considérées. 

Ceci posé, il y a r= (Eh )+e boucles, distinctes en pro- 


jection, situées dans le premier quadrant; < peut prendre l’une des 
valeurs o et 1. Supposons qu’à la valeur 9, de Ô corresponde le som- 
met pour lequel © a la plus petite valeur positive; cherchons le plus 
petit angle positif qu’il faut ajouter à 0 pour passer de ce sommet à 
celui dont l'argument est immédiatement supérieur, c’est-à-dire pour 


2T 


augmenter © de NE Pour cela, désignons par A le plus petit 


2 1 


entier positif tel que 


Ap—A'(p—p)+1 (A’ étant entier). 


‘ ce swt BAT à 
L’angle cherché est égal à =; car la valeur correspondante dont 
ES 1 
augmente @ est 


2AMT  2Ap Tt 
M,— IM, He — Py 


2T 
Fee 


—9 Ar + 


Il en résulte que les valeurs de k correspondant aux boucles du premier 
quadrant sont de la forme 


(55) (H2— Pi) %,+ Az, 


x, prenant toutes les valeurs entières co¥nprises entre o et (d—1), 2, 
toutes les valeurs entières comprises entre o et(r —1). En effet, A est 


premier avec (p.— u,) et r< pu. — 1; ces valeurs sont donc bien 
deux à deux non congrues [ mod (m, — m,) |. 


2° Les moitiés droites de toutes les boucles correspondent a des 
intervalles de variation de 0 contenus, d'après ce qu'on a vu plus haut, 
dans Les (m, — m, Jintervalles : 


2KkT : T ok 

£ NT 

@ tr Ke QE RER À 
Ds — Mm, Ma + M, Ms — M, 


= 
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intervalles que nous désignerons par J ('). D’autre part, les points 


Z,(3) correspondent aux. p valeurs 6, =o4 de 6, A prenant p 


valeurs entières deux à deux incongrues (mod p). Il s’agit de détermi- 
ner les valeurs de # pour lesquelles l'intervalle J correspondant con- 
tient un de ces points (on sait d’ailleurs qu’il peut y avoir un seul 
point au plus dans chaque intervalle). Pour cela, remarquons que si 


0, se trouve dans un intervalle J, toutes les valeurs 0, + | seront 


également dans des intervalles J pourvu que 
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= a et gq’ entiers). 
P Me — M, CE ) 


Désignons done par d’ le plus grand commun diviseur de pet 
(m,—m,), et posons. 


= / — lin 
p=d's, My Ma d'y: 


Si l’intervalle J correspondant au nombre entier # contient un point 


0,, il en sera donc de même des intervalles correspondant aux nombres 
k + yæx,, x; prenant les valeurs 0,1... (d'— 1); ces intervalles sont 
évidemment tous distincts, puisque les entiers # correspondants sont 
deux à deux incongrus [ mod(m, — m,) ]. Les points 0, qu’ils con- 
tiennent sont tous situés dans la méme position vis-a-vis de leurs 
extrémités ; nous dirons, pour abréger, que ces intervalles sont équi- 
valents entre eux; il est clair qu’il n’y a pas d’intervalles J correspon- 
dant à d’autres valeurs de &, qui leur soiént équivalents. 

Soit, d’autre part, B le plus petit entier positif tel que 


Bu = By —1 (B’ entier), 


ce qu’on peut écrire 


B' B I 
— Ls) ae os 
D y D} 
ou 
Bee B I 
Pp TE Me — M D(Ma-—M;) 


(1) Lorsque p tend vers 1, on constate d’ailleurs que les intervalles de varia- 
tion de 6 tendent vers les teteryaltes J; si l’on ne tient pas compte des valeurs 
de p, il est donc impossible d’obtenir une meilleure valeur du nombre v. 
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Comme B’ est premier avec &, nous pouvons prendre comme nombre h 
: QE 

les p entiers de la forme & æ, + B'æ,,x, variant de o à (d’—1), a, de 

oùàæ—1. D'après la relation précédente, on voit que la différence 


cy * 27 * . 
entre deux valeurs 0, est, à un multiple de mr ak multiple de 
2 


27 
D (M: — M) 


qu’un intervalle de largeur 


- Il y a donc autant de systèmes d’intervalles J équivalents 


“peut contenir de points dont les 
Ma + Mo 


distances mutuelles sont des multiples de ere À soit 


sp [2e | avec 1 — O0 OU Nn—I. 


Soit alors #, une valeur de # pour laquelle l'intervalle J contient un 
point 0, tel que 
2 KT T | 27 


Mo — M, M + Mo @w(m,— M;) 


Il résulte de ce qui précède que les valeurs de k pour lesquelles les mot- 
tués droites des boucles correspondantes contiennent des points Z,( 3) sont 
de la forme 


(56) ky+ yr,+ Bx, 


x; prenant toutes les valeurs entières comprises entre o et(d'— 1}, x, 
toutes les valeurs entières comprises entre 0 et s — 1. 

Finalement, on voit que le nombre v est égal au maximum, lorsque k, 
prend toutes les valeurs entières de 0 à (m, — m,), du nombre de solutions 
distinctes de la congruence 


(57) (Me — Hdi + AL yx;— Ba,=k, [mod (72, — m,)] 
qui satis font aux conditions 


osa<d, OS Te a. 


COR eo? DSP: 


Remarquons d’ailleurs, d’après la manière même dont nous avons 


obtenue cette congruence, que v est toujours inférieur au plus petit 
des deux nombresrd et sd’. 


; 
F 
* 
" 
} 
2 
E 


, es et GE | 


J 


ee TS Sree, Taare Spee 
ety r 


de dr. ee dl DA Le 
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22. Nous pouvons maintenant revenir à la recherche des maxima 
de v_, o, et. Pour v_, il faudra résoudre quatre problèmes du type 
précédent, correspondant respectivement : 


1° Aux moitiés droites des boucles du premier quadrant et au 
point B,; 

2° Aux moitiés gauches des boucles du second quadrant et au 
point 6; ; 

3° Aux moitiés droites des boucles du troisième quadrant et au 
point B,; 

4° Aux moitiés gauches des boucles du quatrième quadrant et au 
point B,. 


Remarquons que chacun de ces problémes se subdivise en plusieurs, 
selon que l’on donne aux nombres ¢ et qui figurent dans les valeurs 
de r et s les valeurs o ou 1. Mais les nombres <, et 4; (') relatifs à ces 
quatre problèmes ne sont pas complètement indépendants; tout d’abord, 
un au moins des ¢; est nul et l’on a de plus 


Ey Es EE = Me — fl (mod4), 
et, si (uy — vu, ) est pair, 
Ei— Ex Es — €, ; 


d’autre part, les points G; sont deux a deux diamétralement opposés 
sur la circonférence (C). Si l’on peut avoir 


(29 +1)r _ 29% 
P ie = M: 
c’est-à-dire sv y est pair et © impair, les points 0, relatifs à 3, se 
déduisent des points 0, relatifs à B, par une translation d’un multiple 


2% 
de. donc 
Mo — MN; 


Ny = Ns3 et a N+ 


S'il n’en est pas ainsi, la translation, par laquelle on passe d’un de 
Ie ne eg eee 


(*) Nous donnons aux lettres ¢, n, 7,5 Vindice du point 6 auquel elles corres- 
pondent. 
Aun, Ke. Norm., (3), XLVI. — Aout 1931. 39 
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T 


Te RS Un multiple 


ces systèmes de points à l’autre est égale à 


T7 près; on en déduit la relation 
Ms — M 


| w(m,—m,) pue 2e | 
sts—0oEl — 2 [4 nn, + 2, = E | ———" ] + 2 
Tapie | es | À [ m,+ Me 43 


Ho étant égal à o ou 1; la même relation est valable pour 7, et n,. 
Pour le maximum de (5, +7,), on aura les quatre mêmes problè- 
mes à résoudre, à la seule différence près qu'ici B, et B, sont confon- 
dus en w,, B, et 8, en w,. Aux relations précédentes entre lese;et les 
4: viennent s’ajouter celles qui correspondent à ce fait nouveau: on 
peut remarquer que s, + s, sera le nombre des points situés dans les 
intervalles J + J’, J’ désignant les intervalles déduits de J par la 


$ T : 
translation ———-; par suite, 
m, Ny 


El 


D (7, — M w(m.— m 
$,+5,=2E HAE ErR ee) + mn += E (ms 1) ae 
2(m,+ my) m,+m, - 


(== GOUT) 


et l’on ala même relation en n, et n,. 
Donnons, pour terminer, un exemple auquel nous appliquerons la 
méthode précédente. Nous prendrons l’équation 
I+ 3° a@,2''+ ays 0; 


On aici 
es À TPE PL Ne —=19; 


on peut appliquer la formule (53). Il suffit de trouver le maximum 
dev_.Ona 
nu = 8, a ey 
d’où 
JS ET, Le 
un des 7; est égal 41, les trois autres sont nuls. Un seul des quatre 
nombres v; est donc différent de zéro; d’ailleurs d’ — 1 et 


3.8 
s=8( 2 [+= 


donc on a v— 1, et, d’après (53), 


920; 


ere ie, 
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CHAPITRE I. 


LES POLYNOMES UNIVALENTS. 


Bibliographie. 


Ajouter à la bibliographie du Chapitre I, les Ouvrages et Mémoires suivants : 


[131J. W. Arexanper, Functions which map the interior of the unit circle 
upon simple regions (Annals of Mathematics, 1. 17, 1915, p. 12-22). 


[14] S. Kaxeva. — On zeros of a polynomial and its derivatives (The 
Téhoku Mathematical Journal, t. 11, 1917, p. 5-16). 
[15] G. Szecd. — Bemerkungen zu einem Satz von J. H. Grace über die 


Wurseln algebraischer Gleichungen (Mathematische Zeitschrift, t. 13, 1922, 
p. 28-55). 

[16] L. Faster. — Ueber trigonometrische Polynome (Journal de. Crelle, 
t. 146, 1926, p. 53-82). 

[17] P. More. — Sur les suites de fonctions analytiques qui ont pour 
limite une constante (Bulletin de la Société mathématique de France, 1. 53, 
1925, p. 246-257). 

[18] L. Bignerpacn. — Lehrbuch der Funktionentheorie, t. Il, (2° édition, 


1931). 
[19 | G. Potya und G. Szecô. — Aufgaben und Lehrsätze aus der Ana- 
lysis, t. IT. 


4. Nous dirons, avec M. P. Montel, qu’une fonction analytique 
f(s) est p-valente dans un domaine (D) du plan des =z lorsque, 
quelle que soit la valeur a, l’équation 
(1) f(z) —a=0 


. 


a au plus p racines dans le domaine (D), et qu’il existe une valeur de 
a au moins pour laquelle l’équation (1) a exactement p racines inté- 
rieures à (D) (les racines étant comptées avec leur ordre de multipli- 
cité); on dit encore que p est l’ordre de multivalence de la fonction 
dans (D). En particulier f(z) est univalente dans (D) si elle y prend 
une fois au plus toute valeur. Comme l’ordre de multivalence est 
invariant par une représentation conforme, on peut se borner, pour 
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étudier les fonctions p-valentes dans un domaine semplement con- 
newe, au cas où ce domaine est un cercle centré à l’origine, en parti- 
culier le cercle unité. 

En supposant f(z) holomorphe dans le cercle unité, et représentée 
par le développement en série de Taylor, 


(2) fa) = BA OB BO res 


on est amené naturellement à se poser le problème suivant : (A) Quelles 
sont les conditions nécessaires et suffisantes que doivent remplir les coef- 
ficients de la série (2) pour que f(z) soit au plus p-valente dans le 
cercle unité ? ([18]), p. 83). 

Ce problème est actuellement loin d’être résolu, même pour les 
fonctions univalentes. Dans ce dernier cas, on a seulement pu obtenir 
des conditions nécessaires, sous forme de limites supérieures pour les 
modules des coefficients : en général, on peut montrer que si / (3) 
est univalente dans le cercle unité, on a 


(3) fan <( + = Jen. 


Pour |a,| et |a,|, on a les limites plus précises 


(4) lala, ass. 


et ces limites sont atteintes pour la fonction = ([18], p. 74 et 80). 


On peut encore poser le probléme précédent sous la forme équiva- 
lente suivante : (B) Les coefficients de la série (2) étant donnés, déter- 
miner le rayon R du plus grand cercle ayant pour centre l'origine, et où 
J (4) est au plus p-valente. [R est dit rayon de p-valence de f(s) |. 
En effet, si l'on savait résoudre ce problème, il suffirait d’écrire R21 
en remplaçant R par son expression en fonction des coefficients de 
(2) pour avoir les conditions nécessaires et suffisantes cherchées; et 
réciproquement, R est la plus grande valeur du nombre positif 7 pour 
laquelle les coefficients de la série 


B= AR? + asst... a,r™ gt. 


satisfont à ces conditions. Tout résultat obtenu dans l'un de ces pro- 
blemes peut donc se traduire immédiatement dans l’autre : par exem- 


7. wae Sn eee 


Vs AS 2 


— 


tT PP See T 


: 
3 
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ple, les inégalités (4) donnent, pour le rayon d’univalence, les inéga- 
lités correspondantes 

er \/ + 

| as | | a3 


Remarquons enfin qu'on peut, sans diminuer la généralité des pro- 
blemes précédents, se borner au cas où f(z) estun polynome. Cela 


R 


WA 
WA 


résulte du théorème suivant, dû à M. P. Montel ([17],-p. 253): Si une 


suite de fonctions holomorphes f,(3), f:(3),..., fa (z),..., au plus 
p-valentes dans un domaine (D), converge uniformément vers une 
fonction f(z) différente d'une constante, f(z) est au plus p-valente 
dans (D); réciproquement si une suite de fonctions holomorphes f,(z), 
fa(5);..., fa(z)... converge uniformément vers une fonction f(z) 
au plus p-valente dans le domaine (D) toutes les fonctions de la suite 
sont, à partir d'une certaine valeur de n, au plus p-valentes dans tout 
domaine (D') complètement intérieur à (D). 


2. Nous nous proposons, dans ce qui suit, d'étudier quelques 
aspects du problème (B), en nous limitant à la recherche du rayon 
d'univalence R d’un polyonme 


J (4) So tas +.;.+ az. 


Nous commencerons par transformer la définition de R. Considérons, 
dans ce but, l’ensemble des valeurs que prend f(z) sur la circonfé- 
rence (C) d’équation|3|—R. Tout d'abord, si « est une de ces valeurs, 
les autres racines de l’équation f(z) — «=o ne peuvent être inté- 
rieures au cercle (C). En effet, si z, est la racine située sur la circon- 
férence, 3, une racine intérieure à (C), la relation f(,) = /(C) 
établit une correspondance continue entre les points €, voisins de zi 
et les points, voisins de 3,3 il serait alors possible de choisir Cy inté- 
rieur à (C)et assez voisin de z, pour que ©, soit également intérieur a 
(C); f(s) ne serait pas univalent dans (C). | 

Ceci posé, je dis que R est caractérisé par le fait que sur la curcon{é- 
rence (C), le polynome f(z) prend deux fois au moins une certaine 
valeur «, en des points distincts ou confondus, et qu'aucune circonférence 
|z| =r<R ne possède cette propriété. La seconde partie de cette propo- 
sition est évidente d’après la définition de R. Pour établir la première, 
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il suffit de remarquer que si, pour tout point 3, de la circonférence 
(C), la racine z, de l'équation f(s) — f(z,) =ola plus rapprochée de 
(C) reste toujours extérieure à cette circonférence, il en sera encore de 
même pour la circonférence |:|=R+e,e étant un nombre positif 
suffisamment petit; f(s) sera donc univalent dans le cercle|z| <R-+¢, 
ce qui est en contradiction avec la définition de R. à à 

On peut donc définir R comme le rayon de la plus petite circonfe- 
rence ayant pour centre l'origine et sur laquelle f(a) prend deux fois la 
méme valeur, en des points distincts ou confondus. Écrivons alors que 
l’on a f(3,)— f(s.) pour deux points distincts de même module 


3, = pe, fe 
ou, en posant 
+4 9 
TARN 6]  LO,T 
pour 
z,— ce, CR À ET 
Il vient 


a(e% — ei) ae a,x? (e249 — e210) Tente An x" (ent — e—nio) —o. 


d'où, en divisant par 2va sin0 40, 


sin 24 , sin30 
1 GX — 3 
s 


+ Axx ; 
in Ü Ÿ sin 


sinnG 
SONT 


+... +a, æ" 


Inversement, pour toute valeur de 4 différente deo et x, correspondent 
à chaque racine x de cette équation deux points 3, et z, de module | z |, 
où le polynome prend la même valeur. D’ailleurs si l’on fait tendre 6 
vers zéro ou 7 l'équation tend respectivement vers f’(xæ) = 0 
ou f'(— æ)—0. On peut done énoncer la proposition suivante : 


Le rayon d'univalence du polynome f(z) est égal au rayon du plus 
grand cercle, ayant pour centre l'origine, où ne pénètre aucune racine de 
l'équation associée 


sin 2 0 4 Sin30 


sin 0 
+ aA, L° —— 1 a 
sin 


(9) g(a, Ê)=i+ax — 


2 FT a te ho ee 


sin Ÿ 


lorsque 0 varie deo à 7. 


Remarquons d’ailleurs que l'équation (5) ne change pas lorsqu'on 
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ne 0 en —, ou isa on Ne À en r— 0 et xen —x. a est 


ee Le àrou Se où 27: on pourra se ou dans l’une ou l'autre a ces 


EL 4 


_ hypothèses, suivant qu ‘elle facilitera plus ou moins les raisonne- . 
ments. 


NÉ On peut encore énoncer le résultat précédent én disant que la 

à ae nécessaire et suffisante pour que f(z) soit univalent dans le 
 cercle unité est que ce cercle ne contienne aucune racine de l'équation 
_ (5), quel que soit 0. Or, nous avons rappelé (Chap. I, n° 4) les condi- 

__ tions nécessaires et Heu es données par M. I. Schur, pour qu’une 
oie équation ait toutes ses racines intérieures au cercle unité ou sur la 
_ circonférence : en les appliquant 2 à ’équation aux inverses de (5), on 


obtient ae “= D inégalités 


dy(9) 20 ag cary aaeg 2) 


les 8, (9) étant des polynomes trigonométriques en § à coefficients 


réels, ne contenant d’ailleurs que des cosinus. On voit donc que le 
problème eae serait résolu pour les polynomes univalents sz l’on savait 


exprimer qu'un polynome trigonométrique est positif, par un nombre fint 


de conditions rationnelles par rapport aux coe fficients de ce polynome. 


C’est malheureusement un problème qui n’est pas encore résolu : on 
sait seulement mettre les conditions nécessaires et suffisantes pour 


qu'un polynome trigonométrique soit positif, sous la forme d’une infi- 
_nité d’inégalités contenant les coefficients du polynome (vorr, par 
exemple, [ 10 a], p. 229). Le procédé que nous venons d'indiquer ne 


peut donc fournir que des conditions nécessaires, en nombre aussi grand 


_ que l’on veut, pour que le polynome /(z) soit univalent dansle cercle 
- unité, ces conditions n’étant naturellement pas toutes indépendantes 
_si leur nombre dépasse une certaine limite. 


D'ailleurs, l'expression de 6;(0) étant très compliquée dès que v 
dépasse les premières valeurs entières, la méthode précédente conduit 


à des calculs inextricables. Si l’on se ance a chercher des conditions 


nécessaires pour que / (3) soit univalent dans le cercle unité, on peut 


en obtenir de plus simples de la manière suivante : M. 1. Schur a établi 
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([106 ], p. 136) que l'on peut encore exprimer la condition nécessaire 
et suffisante pour que l'équation 


byt HL +... + A, 2" =O 


ait toutes ses racines intérieures au cercle unité, en disant que la forme 
hermitienne " 


n 
CE, = = 2 
HT de, aati >| On} ns Bay ee oo Oy | 
h=1 
n 
—Y| LL + Lili eee + On 7TLn|* 


À—1 = 


doit étre définie positive. Lorsque, dans cette forme, on annule tous les 


: . n +I © . A 
x; à l'exception d’un seul, on obtient les E( ) conditions néces- 
saires : 
| On |*— | a |?20, 
Lote A Poa Eos To [03 
(6 


ele istr'otbrote arb) le (ee) ue) 6.6! .0, 6.000 eres ee ere) 


Gn |? | ns ER | a af eae Base pect Ba |?>0. 
2 By 


En appliquant ces conditions à l’équation aux inverses de (5), on 
aura des inégalités plus simples que 3,(4)20. En particulier, si l’on 
fait 9 =o [ce qui revient à appliquer les conditions (6) à l'équation 
aux inverses de /’(z) = o], on obtient 


n* | an |?» — 10, 
n® | a, |? + (rn —1)*| An, PP — 4| a, |? — 10, 
| An + (2 — 1)? | Gay |? (\— 2) | Aas |? — 9 | ay |*@— 4 | a, P— 1S0, 
Bette oh Pan Sore eA eae PEE OS ne DNS CEE PRIME 
ce qui donne entre autres, en utilisant (4), 
I 2 Via 98 
lets Ia, Joss VE. 


Pour n< 6, cette limite de |a,_, | est d’ailleurs trop élevée, car, en 


. T a ; : ; : 
faisant 0 — , dans l'équation (5), on voit qu’on a toujours | a,_,|<1. 


4 
g 
4 
3 
a 
à 
z 
À 
= 
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4. Revenons maintenant au problème de la détermination de R. 
Nous allons voir d’abord que la considération de l’équation (5) permet 
de coordonner certains résultats déjà connus. 

En premier lieu, comme le module de la racine de plus petit module 
d’une équation 
DATA earl re ct Onl =O 


est au moins égal à la racine positive de l'équation 


| %o | | oy | o— | oy | v?. 6. — |p | P=. 


on voit que l'on a R2R,, R, étant la racine positive de l'équation 
I—2|a,|z2—3|a;,|2?...—n|a,|2*"=0, 


sin m6 oA : 
— |<m. Cette proposition est due a 


M. Alexander [13], qui a montré de plus que f(s) représente le 
cercle |z|<R, sur un domaine étoilé par rapport à l’origine. 


en vertu de |’inégalité 


5. Cherchons maintenant a comparer les rayons d’univalence R 
et R’ de deux polynomes 


S (4) Set ae? +... + an", 
8(7)=z+b,z+...+ biz. 


Nous utiliserons le théorème suivant, dû à M. Szegé ([ 15], p. 35): 
Si les racines d’une équation 


A(x)=a+Clax+Cax+...+ a4,2"=0 


sont toutes situées dans un domaine circulaire (K) ('), et st l’on désigne 
par hy, doy ..., An les racines de l'équation 


B(v)=6,+ C) 6,27 + C7B,2?+...+ Brx"—=0, 
. + ,’ . ’ 
toute racine & de l'équation « composée » 


C(a#) = 4,8, + Cha, 6,2 + Ca, B,x +... + apr" = 0 


(1) Rappelons qu'on entend par domaines circulaires l'intérieur d’un cercle, 
l'extérieur d'un cercle et le demi-plan. 
Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — Aovr 1931. ho 
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est de la forme 
à fi 2 =— À k, 


où k est un certain point du domaine (K). 


L'application de cette proposition aux équations associées de f(z) 
et g(z) donne immédiatement le résultat suivant : . 


On a, entre les rayons d’univalence des polynomes f(z) et g(2), la 
relation 
A| R/S RS —RY’, 
(7) PA] | a 


À étant la racine de plus petit module de l'équation 


(8) Y(x)=1+C, a + C2 FE +... + pe 0, 


u. la racine de plus petit module de l'équation 


2 oF b b 
(9) y(2) 14+ Cl, <o+Ci, +... ai o. 
: a, a; An 


L'une ou l’autre de ces équations n’a plus de sens lorsqu'un des coef- 
ficients a, ou 6, devient nul. Cependant, si l’on suppose que 


ARR ET LE dre Ô et ER yee ee 


les autres coefficients étant differents de zéro, la proposition subsiste 
encore, en ee par convention, dans les équations (8) et (9) 


les expressions 2° _ et! a = par o. Si, en dehors de ces coefficients, il y a 
encore d'autres ain a, nuls, mais aucun autre b,, linéga- 
lité R2|A|R’ subsiste seule; de même, on peut seulement écrire 
R< Re s’il y a d’autres coefficients b, nuls, mais aucun autre a,. 


Enfin, on ne peut plus rien affirmer s’il y a des coefficients a, et b, 
d'indices différents simultanément nuls. 


- Ce théorème a été déjà établi sous une forme légèrement diffé- 
Se par M. Szegô, dans le Mémoire précité (p. 55); son auteur n’en a 
d’ailleurs fait aucune application. Nous allons voir pourtant que cette 
proposition contient, entre autres cas particuliers, deux résultats sur 


NT NT 7,70 


? 
ae 
; 
“4 
ae 
, 

F 
- 

Ex 
+ 
3 
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le rayon d’univalence des polynomes, démontrés antérieurement par 
d’autres moyens. 
Prenons d’abord 


Oy == Ge b;=— Cire Poste br Cr Dee 
Il vient 
Sir) et Ties ey 


on obtient, sans difficulté, R’ = 2 Donc, sz 2, est la racine de plus petit 


module de l'équation —— f - PNA) a — 0, f(z) est certainement univalent dans le 


o| 


cercle |3z|<——~ 1%. On retrouve ün théorème énoncé par M. Alexander 


({413], p. 16), qui a montré de plus que f(z) représente le cercle 
[31< ie sur une région étorlée par rapport à l'origine. 
Posons maintenant 


OF Ces 
b= “Et, b= Et, eos = = 
Il vient 
nc) i 
Pe ee A (a) = f(a), 


On aici R’= sin 2; par suite, si z, est la racine du plus petit module de 


f'(z)= 0, f() est univalent dans le cercle | 3|<| 5, | sin =; proposition 


établie par M. Kakeya ([414], p. 13). 


7. Comme autre application, prenons 


F(z | 

[(4)= 2) GE), 
où 

F(z) = 2° + a,2°- - az" 
On a : 

g(a) = 2 +805 GCA a+... (A +1) 5 
= 5 BPG bey ality tn +9) 

d’où 


2R 


nh 


R> 
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Je signale encore les deux résultats suivants, que le lecteur démon- 
trera sans difficulté (‘). Si l’on prend 


gG)=f(s) + ans", 
on trouve 
R'<2R lorsque 7 est pair, 


ui oe San 
R'£2R cos — lorsque n est impair. 
+ an 


Si l’on suppose que les coefficients de f(z) et g(z) sont tels que 


| ax| —=|bx| (hea) eee ee 


on trouve 
I 


te 


En faisant des hypothèses plus restrictives sur la nature des poly- 
nomes f(z) et g(z), il est parfois possible d'obtenir des inégalités 
plus serrées que (7) entre R et R’. Supposons par exemple que f etg 
soient de la forme 


R’. 


(V2—1) RS RS 


S (3) 3 + as a 3 PH, + ag PH, 
(4) =24+ baht bp, + basi, 


On voit alors, en posant s?=¢ dans les équations associées de /(3) 
et g(z), que l’on a ici 


[A|PR’S RS 


1? 
Ka Le 

À et p. ayant la même signification que ci-dessus. Au théorème de 
M. Alexander correspond l'inégalité plus précise 

RSR RON Rees ES 

[p(n—1) +1} 

3, étant, comme ci-dessus, la racine de plus petit module de f(s) == 
La méthode de M. Alexander s'applique d’ailleurs encore dans ce cas, 
om mo, 


(") Les deux résultats analogues concernant les zéros des polynomes sont 
démontrés respectivement dans [15], p. 46, et [ 11], p- 144. 
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et montre de plus que /(z) représente le cercle | 3|<R, sur un domaine 
étoilé par rapport à l’origine. 
De même, au théorème de M. Kakeya, correspond l'inégalité 


R2R,{ 2, 1e 


R, étant le rayon d’univalence du polynome particulier 
g(2) =f (SA tr 72 
0 


et z, la racine de plus petit module de f'(3)— 0. On a d’ailleurs, 
d’après la proposition de M. Alexander rappelée au n° 4, 


8. Nous allons maintenant porter notre attention sur les poly- 
nomes f(3) à coefficients réels; nous supposerons, pour simplifier, 
gue R= 1 

Il résulte alors de la définition que nous avons donnée de R que la 
fonction des deux variables réelles x et 4 


sin 2 0 , Sin30 


, Sinn0 
o(x, 0)=1i+ax D ICE 
FL sing sing 


+... +a, x" 5 
sin§ 


ne peut s’annuler pour aucun système de valeurs de a et 4 telles que 
OLD 2 ty 
—1< H<1. 
Cette fonction reste donc positive quelles que soient les valeurs de x 
et 6 comprises dans ces intervalles. Par suite, l'expression 
U(x, 9) = 2 sin?09(x, 8) =1+ a,x cos + (a; — 1) cos20 +... 


+ (ax? — ap )æt cos (k —1)0 +...+ an x"! cos(n + 1)9 


reste non négative pour les mêmes valeurs. Or, si l’on donne à x une 
valeur fixe quelconque comprise entre — r et + 1, ÿ(x, 0) est un poly- 
nome trigonométrique non négatif en 9, de la forme 


1+ À, cos§ + À, cos29 +...+ Ans, COS(n + 1)0 
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et l'on sait alors que l’on a nécessairement ([16], p. 71) 


(10) lA4|<2 CREST 95 2S, 


En appliquant ces inégalités à Y(æ, 4) et en faisant tendre æ vers 1, il 
vient 


= 


(11) | a2 | $2, |@,—1|$2, | a — dre |S 2 (A=4, 3, ve e)s 


d’ou, par récurrence, 


(12) | ax| Sk, 


quel que soit #. 

Ces inégalités ne dépendent pas du degré du polynome considéré; 
elles subsistent done pour toute fonction holomorphe univalente dans le 
cercle unité, et réelle sur l'axe réel. Elles ne peuvent d’ailleurs être 
améliorées si l’on ne restreint pas la classe des fonctions auxquelles 


- 
~ 


elles s'appliquent, puisque les limites sont atteintes pour /(s)= Gar 


Par contre, la méme méthode fournit des inégalités plus précises 
pour des catégories particulières de fonctions univalentes : par 
exemple, si f(s) est ëmpaire, o(a, 9) est une fonction des variables 
réelles 0 et t= x?, qui reste positive pour 


osi<ant et ILE +t. 


En procédant comme ci-dessus, mais en remarquant qu’on peut faire 
tendre ici ¢vers +1, on obtient, au lieu de (11), les inégalités 


eee Sas Ty) Some gi EE ae isa (RITES 
ou encore 
(15) |@3|S1, | @skri| + | Ger |S 2, 
limites qui sont encore atteintes pour la fonction particulière 


= 


/(4)= 


-2 
I 3 


a . ’ Q cy 
De même, si l’on ne considère que les polynomes f(z) de degré au 


plus égal à n, on peut améliorer les inégalités (11); cela résulte de ce 
qu'on peut remplacer les inégalités (10) par d’autres plus précises, où 


à ho 


ue ee eee 


TF ey NS PER ME. ANRT Oe 
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figure le degré du polynome trigonométrique correspondant, ainsi 
que l’ont montré M. Fejér ([16], p. 79), puis MM. Szäsz et v. Egervary 
(Math. Zeitschrift, t. 27, 1928, p. 644); on a, par exemple, DORA 
polynome trigonométrique de degré m, 


| A, |<2 cos Es 
a TaD 


ce qui donne ici, pour le polynome f(z), 


T 


“la l< : 
(AO 


9. On peut aussi appliquer les inégalités (10) à o(æ, 0) mème, qui 
est également un polynome trigonométrique en 9. On trouve ainsi, en 
posant 


ies pees #2) A+ a, +..., 
Ved: ne =. + 432 + az + ..., 


les deux séries 


Max Se 
Max | y; = 
Max [ml 
— + 
@ 0x1 Ja(æ) 
(14°) Se 
RE DO Te aN SENS > : 
Ma f(x) — a — ax — Aap XP au, 
<< f(x) 
Max | 1 — Ee 
Let f2(æ) 
Max | 1 RAT Gi 
x ae F a 
1 oS" f2(2) 
ie) SSlie OS, OMS ve (bre 0 6 eerie in napa) et 89:10 5 
Max Re + aa” = a Aap OPT" Si 
0 <x<1 2 
\ 


ne os sales este ditpnalels 
DR NID oie Ger ie ayy CURE 0 0 (6 a) 8 


SV Pa of We | >. 
+ 


320 JEAN DIEUDONNE. 


Ces inégalités sont encore valables pour toute fonction univalente 
réelle sur l’axe réel, et les limites sont atteintes pour f(s) = rene 
Lorsque /,(3)=0, c’est-à-dire lorsque f(s) est impaire, les inéga- 

. 2 . Æ x 2 
lités (14!) sont identiquement vérifiées; mais en posant 12) == Pia"), 
on peut alors substituer à (14”) le système d’inégalités 


I 


Max |1— ——-/<1, 
=1StS+1 F(t) 
1+ dit 
Max |1 F = 4; 
Ala SSI ( ) 
(14 ) vièr'e We ‘eve [5106 (sn ‘ee, she @ te. & + re , 
Le 
Max ; mA a Am Asp l <j 
F(t a 
—1StS+1 (£) 


où les limites sont encore atteintes pour f(s) = ——,- La premiére 


de ces inegalités donne 


(15) ENS [fED[2 


I 
2 
D'ailleurs, si f(z) est une fonction holomorphe univalente dans le 
cercle unité, on sait qu’il en est de même de y f(s?), et, de plus, cette 


fonction est impaire et réelle sur l’axe réel en même temps que f(s); 
en lui appliquant les inégalités (15), il vient 


(16) | f(1) 12 


I 
Fe 
Cette dernière inégalité n’est autre qu’un cas particulier du théorème 
de Koebe-Bieberbach sur les domaines couverts par les fonctions uni- 
valentes ([18], p. 75). La méthode de M. Bieberbach permet aussi de 
montrer que tout point de la frontière du domaine couvert par une 
fonction impaire univalente dans le cercle unité est à une distance >= 


de l’origine ([19], p. 26, ex. 148), ce qui contient encore les inéga- 
lités (15) comme cas particuliers. 


10. On peut se demander si, en exprimant les conditions néces- 


wire 


tn en 


Léa hue ER Bo | i th! 
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satres et suffisantes pour que L(æ, 9), où æ est fixe, reste positif quel 
que soit 0, on ne parviendrait pas à résoudre le problème (A) pour les 
fonctions univalentes à coefficients réels. Il est aisé de voir qu’il n’en 
est rien. 

En effet, les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un poly- 
nome trigonométrique ou une série de Fourier uniformément conver- 


gente 
1 + À, cos6 + À, cos20 +...+),cosn0 +... 


soit positif ou nul quel que soit 0 s'expriment sous forme d’une infi- 
nité d’inégalités ([10a], p. 229), dont les m premières ne contiennent 
que les n premiers coefficients, quel que soit x; de plus, il n’y a pas 
d’autres conditions entre ces n coefficients qui ne soient pas consé- 
quences des précédentes. Comme les 7 premiers coefficients de b(a, 0) 
ne dépendent que des x premiers coefficients de f(s), on voit que 
notre méthode ne pourra donner entre ces n premiers coefficients 
d’autres inégalités que celles qu’on déduira des n conditions qui 
viennent d’être rappelées. 

Or, pour n= 3, un calcul simple montre que les conditions qu'on 
obtient pour a, et a, sont les suivantes : 


a Bria 2182, 
(7) À AG 


Mais, d’autre part, la méthode de M. Bieberbach fournit la condition 
P 
nécessaire 
| as ee | £ My 
qui n’est pas une conséquence des inégalités (17), ce qui montre bien 
que le procédé indiqué ne saurait donner toutes les conditions néces- 
saires et suffisantes. 


11. Nous allons maintenant appliquer la définition que nous avons 
donnée du rayon d’univalence, à la résolution du problème parti- 
culier suivant : Trouver la valeur maxima du rayon d'univalence R(a) 
du polynome 


(18) AZ, a)= ze as" (n 23), 


lorsque a prend toutes les valeurs possibles. L'existence de ce maximum 
Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — SEPTEMBRE 1931, At 
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résulte immédiatement de la première inégalité (4) qui donne R(a) <2. 
L’équation associée (5) s'écrit ici 


Fe Song LME 
OS a— 6 = 
(19) Rs + 22x COS and 
ou | À : 
1+ 2zc0s6 _ sin 2 
an Sat sin§ 


L'équation (19) ne doit jamais avoir de racines à l’intérieur d'un 
cercle |a|<r<R(a) quel que soit 9. Par suite, si l’on désigne par (T4) 
la courbe qui correspond à la circonférence (C) d’équation |æ|=7, 
par la transformation | 


I+ 22 cosÜ 
ar 


AR 2) = 


, 


sin 2 0 
sin 
de sorte que l’argument de (X—X,) augmente de —2(n—1)t 
lorsque l'argument de a augmente de 27. 

Dans ce qui suit, nous fixerons a et r et nous étudierons la variation 


le point X, = —a doit être toujours placé, par rapport à (T4), 


simultanée de la courbe (5) et du point X, lorsque 0 varie de o à *. 


Au Chapitre précédent, nous avons fait l’etude d’une famille de 
courbes dont les courbes (I) ne sont qu’un cas particulier (n° 19); 
en se reportant aux résultats alors obtenus, on voit d’abord que si 


I= IT 
2rcos) > 


=, la courbe (Ty) tourne au plus (n— 2) fois dans le 
sens négatif autour de tout point du plan; il y a done toujours une 
racine de (19) intérieure au cercle (C). II nous faut, par conséquent, 
tI 
=. ta 
2(n — 2) 
ce qui donne déjà pour R(a) une limite meilleure que celle de 
M. Bieberbach. 


JU, tT . 
supposer 27 cos) < -—— pour toutes lesvaleurs deb, soit r < 


<i, n—I ; 

Si 2rcos) << -——, la courbe présente une seule boucle contenant 
ou non l’origine, suivant que 2rcos# <1 ou 2rcos0 >1; son sommet 
a pour affixe 


,27 CosÜ —1 
ri—-1 


(20) X,=(—1)! 


Pay SES LA 
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et son point double 


(21) VE nr Sin Yo ee En 1)" 


ee Sins 0 Vy oe. ean 


Vie er cos®, cosd +. 4r*cos?G, 


Do étant le plus petit angle positif qui satisfait à l’équation 
(22) sin (72 —1)9 — arcos§ sin(n — 2)9 — 0. 
La seule région du plan des X telle que la courbe (Ty) tourne (n —1) 


fois dans le sens négatif autour de chacun de ses points est le 
domaine (D;) intérieur à cette boucle. Il nous suffit donc d'étudier la 


variation de ce domaine et du point X, lorsque @ varie de o a=. Le 
point X, se déplace sur une droite (d) issue de l’origine et faisant un 
angle égal à arga (a & près) avec l’axe réel. Chaque domaine (Dy) 
découpe sur cette droite un segment MN à l'intérieur duquel doit se 
trouver le point X, (fig. 3). Je dis tout d’abord que sir =R(a),ily 


aura une valeur au moins de @ pour laquelle le point X, sera sur la 
frontière de (Dy), en l'un des points M ou N (ON< OM). Sinon, la 
distance de X, à (Ty) aurait, lorsque 4 varie, un minimum positif, 
fonction continue der; en remplaçant r par r +e, € étant un nombre 
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positif suffisamment petit, le point X, variera encore en restant cons- 
tamment intérieur au domaine (Dy) correspondant; la valeur der 
considérée ne peut donc être égale à R(a). 

Supposons donc que pour un certain nombre de valeurs de 6, 
soient 0, 0”, ..., 0, le point X, vienne sur la courbe (F) correspon- 
dante. Montrons que, st a n’est pas réel, on peut le faire varièr d’une 
quantité da telle que R(a + ¢a) > R(a). Nous utiliserons la remarque 
suivante : soient 0, et 6, deux valeurs de 9, telles que 


ar cos, > 1, 27 COS LE; 


considérons les courbes (1) et (T,,) correspondantes, et les points 
d’intersection N, et N, de ces courbes avec la droite (4). Il est évident, 
puisque la courbe (I) n’a jamais de points d’inflexion ('), que 
l'on a (fig. 3) 


Vee V,< Æ 


Faisons alors tourner la droite (4) d'un petit angle 2g dans le sens 
négatif, et soient N°, et N, les points d’intersection de la droite (d’) 
ainsi obtenue avec (Fi )et (F,);ona 


aN = — cot V4 dy < Fat —1— cot, do. 

Ceci posé, considérons parmi les valeurs 0’, 0”, ... celles pour 
lesquelles 2rcos0 © 1, et telles de plus que, pour ces valeurs, 
X, vienne coincider avec l'extrémité N du segment MN correspondant. 
Désignons par 0, celle de ces valeurs pour laquelle l’angle V corres- 
pondant est le plus grand, soit V, cette valeur maxima. Faisons alors 
varier l’argument de a d'un angle négatif — ¢o et, en même temps, 
faisons varier le module de 4 d’une quantité 


d[al=—]|a|(i—e)cot V, dg, 


e étant un nombre positif suffisamment petit. Dans ces conditions, il 
est évident, d'après la remarque précédente, que pour la nouvelle 


. ne 
(*) Bien entendu. lorsque 2r cosf < 
Te 9 


ñ 
cé 
r 


un À LS ew Be GAS » ; 


4 
+ 
à 
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valeur de a, le point X, n’est jamais sur la frontière du domaine (Dy) 
correspondant, et l’on a bien, par suite, 


R(a + da) > R(a). 


12. Nous supposerons donc dans tout ce qui suit que a est réel; 
pour fixer le signe de X, et X,, nous nous placerons dans le cas où n 
est pair ('). Prenons dans un plan deux axes de coordonnées Our, et 


tracons les courbes (X,), (X,), (X,) obtenues en portant en abscisses 


; X,(0 X,(0 x: 
u=2c089, en ordonnées Gare, p= ae, 6 — JS 


: : , : . 1 1 : 
respectivement et en faisant varier 9 de o à =: D’après les raison- 


nements précédents, la première de ces courbes doit être comprise 
entre les deux autres et avoir au moins un point commun avec l’une 
d’entre elles. 

La courbe(X,) est une droite dont le coefficient angulaire a le signe 
de — a; il en résulte, d’après la forme de la courbe (X,) (fig. 4), que 


Fig, 4. 


si a>o cette droite ne peut couper l’axe Ou qu’en un point d’abscisse 
ss : ; Au Rol ; 

négative ou supérieure à 2; cette abscisse étant égale à- > 0, on doit 

ES TE i ad ec ies aetna ee 


(1) Lorsque n est impair, les résultats qui suivent subsistent en changeant 
simplement le signe de @ dans les formules et les énoncés. 
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donc avoir 


Cette valeur est d’ailleurs effectivement atteinte pour le polynome 
f(s) = 3-2". . 


Supposons maintenant a<o. La droite (X,) doit étre alors tout 
entière au-dessous de la courbe (X,), ce qui n’est possible que si elle 
coupe l’axe réel en un point d’abscisse supérieure au plus grand 
zéro de X,(u), 


T 
Un— 2 COS — 
n 


On a donc la limite supérieure 


(23) rs 


Cherchons si cette limite peut étre atteinte pour une valeur particu- 
lière de a. Il est d’abord nécessaire pour cela que la droite (X,) soit 
tangente à la courbe (X,) au point w,, ce qui donne 


Lone (es 
art Auris 


Comme 
dX, dX, di _ ncosn§sin§ — cosô sinn§ 
HR AO EAU ae 2 sin*9 > 
il vient 
eee: 
2 sin® — 
n DURE Te T 
A ——— = sin* — COS! — 
nea n n n 


Lorsqu'on donne a a cette valeur, la droite (X,) est bien située 
au-dessous de la courbe (X,) pour toute valeur de u £u,. En effet, 
comme X,(w) est un polynome en u ayant toutes ses racines réelles, 
sa dérivée seconde est positive dès que u>w'_,, u,. étant la plus 
dx 


grande racine de —" 
du 


= 0311 suffit donc de montrer que 


X,(u)<X,(u) pour o£u£un-, (fig. 4). 
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Or, on vérifie sans peine que 
|X pes Xe Cake) |2n2|X,(u) |, 


quel que soit u, ce qui suffit à établir la proposition. 

Il reste maintenant à examiner si la courbe (X,) est constamment 
au-dessus de (X,). Cherchons d’abord le sens de variation de XF (us 
il nous faut pour cela connaître le sens de variation de l'angle 9, 
défini par l'équation (22) en fonction de 4. Or, si l’on pose 


yi =sin(n —1)9, Ve=29r cos sin(n — 2), 
ona . 
Ns . ; 
Lorsque rs — je dis que 


2 COS — 
nr 
dy, > (2 
do 9=0= do p—0? 


quel que soit 9; il suffit de montrer que 


n—2 I moony TE 
Ct a ou 22 sin? —; 
i à an 


T 
COS 
nm 


or, pour n = 3, les deux membres de cette inégalité sont égaux, et 
pourn>3,ona 


Lorsque 9 croît à partir de zéro, on a donc d’abord y, <y,; 9, reste, 
par suite, foujours compris entre o et Te De plus, lorsque 4 croît, 
pour chaque valeur de 9, y, est une fonction décroissante de 9; par 
suite, 9, est une fonction-croissante de 0. Il résulte alors immédia- 
tement de la formule (21) que X,(u) est une fonction décroissante 
de u; comme | X,(w)|<X, (2), pour que la courbe (X,) soit au-des- 
sus de la courbe (X, ), il faut et il suffit que 


(25) X:(2)2Xo(2). 
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En explicitant cette condition, pour la valeur de a donnée par (24), 
on trouve, lorsque n > 3, l'inégalité 


(26) 2 C08 9 £ 3 C08 = — cos’ =, 
9, étant ici la plus petite racine positive de l'équation : 
(27) cos= sin(n — 1) 9 — sin(n — 2) 9 =o. 


Pour n —53,ona 
X,(2)—=X, (2); 


la condition (25) n’est pas vérifiée. 
Afin d'examiner à partir de quelle valeur de n l'inégalité (26) est 


Sey oe 3 a Ke ; ets T 
vérifiée, cherchons une limite inférieure de 9). Je dis que Paes 
ines 


1) 


est une telle limite : il faut montrer que 


7: are 


ÿ2 RE 2 T 
*— cos — 2sin| + — > 

2 ne 4 4(n—1) 
ou à 


(28) cos 


TR RUE sin? LS wale <P LEE À 
4(n — 1) 7 an 8(m — 1) 
Or, l'inégalité 


qui entraine la précédente est vérifiée pour n=6, et, par suite, 
pour n >6, car, si elle est vérifiée pour une valeur de x, elle l’est 


aussi pour les valeurs plus grandes, = nésin Tmo étant positive. 


On constate directement que l’inégalité (28) est satisfaite pour n= à 
et quelle se réduit à une égalité pour n = 4. Pour que l'inégalité (27) 
soit satisfaite, il suffit donc que l’on ait 


T T T 
2 COs fn $3 cos = — cos —, 
A(n TR n 
ou encore 
: T T : T 
sin? ————. > 3 sin — — 2 sin — 


8(m—1) = 2n an 


las de | 


See 


ee bee 


eae 


Oe EE OLE SP PC ENT VE RO me Ny eT TT Oe ore 
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et, a fortiori, 


On constate que cette dernière inégalité a lieu pour n= 10, et, par 
suite, pour la même raison que ci-dessus, lorsque n> 10. Lorsque 
n=7, 8, 9, on vérifie directement l'inégalité (27) en calculant 
une limite inférieure plus précise pour 9,, dans chaque cas. Pour 
n — 4, 5,6, on a, au contraire, 


T AT 
2 COS9, > 3 COS — — cos — + 
ft It 


Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant : 
Le rayon d’unwalence du polynome 
f(s, a)=z+z+ at CH) 


I 


est au plus égal à r, = . Cette valeur est effectivement égale au 


rayon d’univalence du polynome particulier : 


Nee 5 is 
Die usin Re = 
fatz)= 2 + 34 (— 1)" Ds Er ee 
Les deux points du cercle |s|=7, où ce polynome prend la même 
valeur sont 


T TT 
2 COS — 2 COS T— 
hh 


13. Il nous reste à chercher le maximum de R(a) lorsque 3<n<6. 
Reportons-nous à la figure 4; nous savons que lorsque le maximum 
est atteint, ou bien la droite (X,) est tangente a la courbe (X,), ou 
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bien on a X,(2)— X,(2). Je dis que ces conditions doivent être 
simultanément vérifiées lorsque le point de contact de (X,) et (X,) 
n’est pas sur l'axe Ou. En effet, si (X,) nest pas tangente à (X,), on 
peut, en diminuant a d’une quantité assez petite ca, faire en sorte que 
X, (2) >X, (2) et que (X,) reste complètement au-dessous de (X, ); 
on aura donc R(a—éa) > R(a). On raisonne de même si (X,) est 
tangente à (X,) en un point d’abscisse comprise entre u, et 2, sauf 
qu'il faut ici augmenter a d’une petite quantité. Si (X,) est tangente 
a (X,) en un point d’abscisse comprise entre u,_, et u,, le raison- 
nement s’applique encore, en diminuant a, méme si l’on a, de plus, 


X6(2) = X:(2). 


Ces considérations montrent donc que la recherche du maximum 
de R(a) revient à trouver quatre nombres a, r, u, 9, satisfaisant aux 
équations 

sin(n —1)%,— 27 sin(n —2)p,— 0, 


/ / = FES 
7Vi— 4rcosg,+ AT —n, 


ars 
(E) 4 dX, I 
du ar’ 
dx I 
X,—u— =— 
du ar"-1 
avec les conditions 
T 
(29) 2 cos = <u <a, 0 S99 
LA = L_— 


Les polynomes pour lesquels le maximum est atteint prennent la 
même valeur en deux points distincts de la circonférence || = r, et, 
de plus, leur dérivée s’annule en deux points de cette circonférence. 


Pe tt =i inion : 
(UT ur iat pre 
Les équations (E) donnent 
COS, — 7, eee alt= —, Hi | ; 


on vérifie efectivement que le polyenie. 


æ 3 re | PE ; ue | Ë à i 4 
hectare | | RE os Sagat = 
ase, 3/2 Lin . LR RE 

et 2e * 
at D f as On: 3 5 ee a f x eas 
= , et que sa dérivée a de He ses deux zéros Fs 
» 


des oer Cookers | | 
+ RE og Vo ee iis 


fom, — Ar conge—1 =o, 


aaa cage eV 


cos Spat ae 


an X,(4) = ay ue aa ane ar Vr+ ie vr = 


- A 


goa r= PF =far', 
7%. A £ mel 1 


AU —2— poe) 
ar 


214° >i 
ar 


of 


PET 
mue 


RATE 6e ee SRE TE En 
M ae À € lar de Br ‘ Heh Pace RTE. died 
» ~ Len © he ae | 
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Il vient 
4b = tanga, 
a ce fa , = tang”À Le 
Re ER SRY RES 
CRE DL tang? } tang?) 
ait ‘4 3 
tang? 


j “ f T — F 
valeur qui est bien comprise entre 2c0s7 = V2 et 2. On en tire 


|= 


V2 
Sak Oy OQ ean TS 0,707: 


RL CET 


r= 
2 216 


et cette valeur est égale au rayon d’univalence du polynome 
3 É 16 3 
Sf, (4) S3e+2— (ge) a 


3° n=5etn=6. Posons en général, b = ar"! et remarquons que 
la seconde équation (E) peut s’écrire, d’après (21), sous la forme 


I sin(r —2)9, 
ARR RE ee L 
b sin, 


Comme, d'autre part, la première équation (E) donne 


sin (72 — 1)® . 
DE ———— —— 7; 2 
sin(n — 2)¢, 
on a aussi 
r_nsin(n—1)9, 
DES sin, 
Si l'on pose 
‘ I | ve 
2 COSPy— d et Le 5 np 


on voit que les formules précédentes définissent, dans le plan (&, 4) 
une courbe unicursale (y), dont les coordonnées s’expriment par des 
polynomes en ¢ de degrés (n — 3) et (n— 2) respectivement. Mais, 
d'autre part, les deux dernières équations (E) donnent pour Ë et ndes 
polynomes en u de degrés (n — 1) et(n— 2) respectivement, autre- 


4 
à 
ae 
2 
4 


à 


PANG eee PP eS 
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ment dit, définissent dans le plan (Ë, 7) une seconde courbe unicur- 
sale (y'). Les points d’intersection de ces deux courbes satisfaisant 
aux conditions (29) donneront les valeurs de a et r cherchées. | 
En procédant de cette manière, on voit que pour n — 5 et n=6, on 
obtiendrait w par la résolution d'équations en u? du 6° et du 8° degré 
respectivement. 
Un calcul approché donne, pour » — 5, 


I 


i=, O66, r=0,6158< =0,6180; 


T 
2 COS = 
J 


Nous avons ainsi complètement résolu le problème posé au n° 14. 


14. Cherchons maintenant à déterminer de même le maximum du 
rayon d’univalence R(a) du polynome 


f(s, 4a)=s+ + az! ep). 


Kn posant 
- sinpb __ sinnG 
“sing” (54 sing ” 
l'équation associée s’écrit 
D + APT! ss 
ani = ar. 


En opérant comme ci-dessus, nous sommes conduits à examiner la 
position du point X, = — av par rapport à la courbe (I) correspon- 
dant à la circonférence |x| =r par la transformation 


r+ ux 
ANA à 


Nous distinguerons deux cas, suivant que (n — 1) est ou non multiple 
de (p — 1). Dans les deux cas, on peut toujours se limiter au cas où 


p< n —1 


< ————., car, dans le cas contraire, /’(z) a au moins un zéro 
eee P) 


dans le cercle [æ|<r. 
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1° Supposons d'abord que (p—1) ne divise pas (n—1). Désignons 
par d le p.g.c.d. de (p—1) et (n — 1), et posons 


p—i=do, n—i=dy. 


Il résulte alors de l’étude faite au Chapitre précédent (n° 21, que la 


courbe (T,) présente & boucles distinctes, recouvertes chacune d fois 


: , , : k 
et se déduisant de l’une d’entre elles par des rotations de at 


(k=0,1,...,@—1) autour de l’origine. Pour que l’argument de 
(X —X,) puisse augmenter de — 2(n—1)7z lorsque l’argument de æ 
augmente de 27, il est nécessaire et suffisant que X, soit un point 
intérieur à toutes les boucles. Je dis que ceci ne peut se produire que si 
les boucles contiennent toutes l’origine. En effet, dans le cas contraire, 
chaque boucle est tout entière d’un même côté de la perpendiculaire 
à son axe de symétrie menée par l'origine; si X,<o est un point 
commun à toutes les boucles, il en est de même de tous les points 


2hin 


X,e ” ; tous ces points sont en particulier situés à l’intérieur d’une 
boucle déterminée, ce qui est impossible si & > 1, car ils ne peuvent 
être tous d’un même côté d’une droite quelconque issue de l’origine. 
Mais si toutes les boucles contiennent l’origine quel que soit 9, ona 
nécessairement 


sin§ 
Pi Peary ou rP< 


sin p§ : 


et par suite, 
1 


R( ys(2)™ 
LA RS Dee . 
Ae 


Cette valeur est d’ailleurs égale au rayon d’univalence du polynome 
particulier 


2° Soit maintenant 
Rx h{(p=A), 


h étant un entier au moins égal à 2. Faisons, dans l'équation associée, 
le changement de variable y = +’-'; on est ramené à étudier la posi- 
tion du point X, == — av, par rapport à la courbe (T5) déduite de la 


= 
F5 
na 
1 
4 
à 
4 
À 


en ee 
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circonférence | y| = 9 =r?~' par la transformation 


X=VW(y)=- Ce 


En reprenant les transformations du n° 41, on voit qu’on peut se 
limiter au cas où a est réel; le problème consiste alors à déterminer la 
plus grande valeur de ¢ pour laquelle la courbe (X, ) du plan (w,v) 


| _ définie par 


(X,) y ne oe sin ? Ü 


= 3 — > ? 
sin 0 sin § 


. il . , 
lorsque 4 varie de o à 5? se trouve située entre, d’une part, une courbe 


(X,) (formée de deux droites symétriques par rapport à l’axe ov), 
d’équation 


i p|u|—t 
(X;) SEF Te aah 


et, d’autre part, une courbe (X,) d’équation 


(X2) p—g(lu), 
où g(|u|) est une fonction décroissante de ||, qui prend pour |u| =p 
la valeur 

o( D po Vi—2ppcos® ppt 

EMI ap” sin(h — 1), api 4 À 


©, étant le plus petit angle positif qui satisfait à l'équation 
(30) sinhg — posin(h —1)9 —0o. 


On constate aisément que le point le plus éloigné de l'origine où la 


T . . 
courbe (X,) coupe l’axe Ou, correspond à =~; par suite, on doit 


avoir 
o T 
Sin aR 
(31) ; ps PT. 
sin ee 
7 


Il faut ensuite examiner si cette valeur peut étre effectivement 
atteinte. On voit comme précédemment que la courbe (X,) doit être 


Fe 
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tangente à (X,) au point où elle coupe l’axe Ow, ce qui exige 


pt 2 ee 


{hee 
COS SIR a SIN COs 
n RL 0 okey T 
a= S810" > 


Un calcul assez long mais qui ne présente pas de difficulté sérieuse 
montre ensuite que la courbe (X, ) tourne sa concavité vers les ¢ posi- 
tifs lorsque 4 varie de o à la valeur qui donne le premier minimum de ¢; 
cette portion de courbe est done bien au-dessus de (X,). On trouve 
qu'il en est de même pour le reste de la courbe (X,) tout au moins 
dès que À dépasse une certaine valeur indépendante de pl); on peut 
prendre par exemple #210. Pour que la limite (31) soit atteinte, il 


reste enfin la condition 
&(p) 27, 


a ayant la valeur calculée ci-dessus; en explicitant, on obtient l’iné- 
galité 
DRE UT ee DE T PT 


SIN SM = COS COs 
2p Ji yl yn wt 


(32) | cos Oy 


Or, en utilisant l’inégalité 


PT pr pn 
sin p — — — —— STE = 
n n 6n* per OMe 
mm ai-- — I— ——); 
TT PT 6n° 3h? 
p sin — ae 
n n 


on constate sans difficulté que l'on a ¢,275 dès que 429; d’autre 
a; = $ 


part, quel que soit 4, le second membre de (32) est supérieur à 


Pour que l'inégalité (32) soit satisfaite, il suffit done que l’on ait 


| T° = T° = T 
wae D a à I 1% 
39 A? 6144" PL 


_ ——_—_—_—_—_——————— 


(*) I suffit d'établir : 1° que les extréma de # (ou #) sont, en valeur absolue, 
inférieurs au premier minimum de cette fonction : 2° que cette dernière quantité 
est inférieure, en valeur absolue, à w(6,), 8, étant la valeur de 0 qui correspond 
au premier minimum de fe". 


POLYNOMES ET FONCTIONS BORNÉES D’UNE VARIABLE COMPLEXE. 337 


et l’on constate que cette inégalité est vérifiée des que 213. On peut 
se demander si, en faisant un calcul plus précis, on ne trouverait pas 
que l'inégalité (32) est vérifiée quel que soit À tout au moins à partir 
d’une valeur de p suffisamment grande; mais il suffit de prendre h = 2 
pour voir que, dans ce cas, l'inégalité (32) n’est jamais vérifiée, quelle 
que soit la valeur de p. 

Nous pouvons donc résumer cette discussion dans la proposition 
suivante : le rayon d’univalence du polynome 


J(4, @) =s+ 7+ as" (np) 


est au plus égal à 


1 


pt 
(5) st (n —1) n'est pas multiple de ( p —1); 


si 2 =-1=h( p —1). 


Cette valeur est d’ailleurs atteinte lorsque h est supérieur à un certain 
nombre entier hy, <12 (ce nombre pouvant à priori dépendre de p). 

Lorsque 2<h<R, la limite exacte est comprise entre les précé- 
dentes ; on l’obtiendrait par raisonnements analogues à ceux que 
que nous avons faits pour p = 2. On peut constater que sa détermina- 
tion se ramèné à la résolution a une équation algébrique dont le degré 
croit avec p. 

Remarquons enfin que la limite supérieure 


est encore valable pour un poypnome à un nombre quelconque de 
termes, de la forme 


fC 2) SF a, B+ a, 5" + Gps gh ag, BAT st an”. 


4 4 T ; : Ac 
1 suffit, pour le voir, de faire 9 = = dans l'équation associée. 
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CHAPITRE III. 


QUELQUES PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS BORNÉES. 


Bibliographie. 


Ajouter aux Mémoires cités aux deux Chapitres précédents : 


[20] E. Lanpau. — Der Picard-Schottkysche Satz und die Blochsche Kons- 
tante (Sitzungsberichte der Akademie der Wissenchaften zu Berlin, Phys. 
math. Klass, 1925, p. 467-474). 

[21] P. Montet. — Sur les zéros des dérivées des fonctions analytiques 
(Bulletin de la Société mathématique de France, t. 48, 1930, p. 105-126). 


1. Nous nous proposons d’exposer dans ce Chapitre quelques pro- 
priétés des fonctions analytiques, bornées dans un domaine simple- 
ment connexe, que nous pouvons toujours, à l’aide d’une représenta- 
tion conforme, supposer être le cercle unité (C). Nous nous occupe- 
rons done de la famille (#,) des fonctions analytiques /(z) telles que 
| /(s)|SM pour |z|S1; commençons par en rappeler quelques pro- 
priétés classiques (voir, par exemple [ 18 |, p. 102 et suiv.). On peut 
encore dire que les fonctions de la famille (#,) font correspondre au 
cercle Co); par la transformation Z = f(z), un domaine (D) intérieur 
au cercle (T°) défini par | z|<M dans le plan des Z. On en déduit immé- 
diatement la proposition fondamentale suivante: La famille (Hy) est 
invariante par toute transformation biunivoque des cercles (C) et (T) en 
eux-mêmes, c’est-à-dire par tout couple de transformations de la 
forme 


(1) z!— ei = s 
Œ S—1 

(2) Z'= 9 N° (Z A a) 
aZ — M: 


Parmi les fonctions de la famille (#,), on est naturellement amené à 
considérer celles qui prennent une valeur donnée en un point donné 


a et telles que 
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nh cercle (C); grace aux transformations e ) et (2), ¢ on peut toujour 
‘ramener l'étude de ces fonctions à celle de la famille (F,) des fonc- 
_tions pie telles que 


= Wife )| $M dans (C), 110)==0" 


On peut préciser davantage l'étude de ces fonctions en tenant 
compte de la valeur de leur dérivée à l'origine, ce qui revient, après 
multiplication par un facteur constant, à considérer la famille (E,) 
des fonctions holomorphes dans (C) dont le développement : a la forme 


pre ‘ : JU)=:+ar +... 
ee ET (al M. 


On pourrait encore particulariser les fonctions étudiées en se don- 
nant d’autres coefficients de léur développement, mais nous nous bor- 


_ nerons dans ce Chapitre aux trois familles qui viennent d’étre définies. 


_La propriété essentielle de la famille (F,) réside dans la remarque 


f(s) 


que st f. (2) est une fonction de cette famille, —— est une fonction de la 


_ famille (Fy) et inversement, ce qui n’est autre que le lemme bien connu 
de Schwarz, énoncé sous une forme légèrement différente. Cette pro- 
_ position, jointe à l’utilisation des transformations (1) et (2), contient 
en germe la plupart des propriétés des fonctions bornées à l'intérieur 
de te. En particulier, 1’ application alternée du lemme de Schwarz et 
des transformations (2)a permis à M. I. Schur de déterminer les con- 
ditions nécessaires et suffisantes pour qu’une fonction dont on donne 


les coefficients du développement en série de Taylor appartienne a 


la famille (#,) ([ 10a ], p. 221). 
Indiquons encore quelques conséquences des généralités précé- 
dentes. Le lemme de Schwarz, sous la forme 


MGMEMr = où rs, 


exprime une relation-entre les valeurs de f(z) aux points o et 3; l’ap- 
plication des transformations (1) et(2) permet d’en déduire plus 
généralement une relation entre les valeurs d’une fonction de (#,) 
en deux points quelconques z,, 3, intérieurs à (C) ([ 18], p. 105). En 
particulier, sil’ on fan seulement une transformation sur la fonction, 
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on obtient, entre autres, l'inégalité 


$ | f(o)|—Mr 


5 ; 3 / Oo} f * “i 
(qui n’est d’ailleurs intéressante que pour r < LE) - De même si l’on 
fait tendre z, et z, vers un même point 3, intérieur à (C), on a, à la 
limite, 


à M: 3) |? 
(4) ae ee 


I—r? 
Pour z=o cette inégalité se réduit à la seconde condition de 
M. Schur: 
7 | Lf(o) f° 
la première étant évidemment 
(8) | f(o) [SM 


Rappelons enfin que, dans le lemme de Schwarz, l'égalité ne peut 
avoir lieu que si f(z) = Me's; on en déduit des propositions analo- 
gues pour les inégalités qu'on en tire par application des transforma- 
tions (1) et (2); c'est ainsi que, pour (3), (4) et (5), Pégalité ne peut 
avoir lieu que si 


f(s) = Me" Se ) avec} æ|<1: 


VE EE | 


2. Nous allons tout d’abord déterminer la valeur minima 0, durayon 
de p-valence d'une fonction de la famille (Ey). L’existence de ce 
minimum résulte immédiatement des considérations suivantes : La 
famille (E,) étant une famille normale, s’il existait une suite de fonc- 
tions de cette famille f, (3), f:(3),..., f,(s);..., telle que f,(2) 


. . I . . . 
ne soit pas univalente dans le cercle |3|S-, il serait possible d’en 


extraire une suite convergeant uniformément vers une fonction f (3) 
de la famille (E,); cette fonction ne pourrait être univalente dans 
aucun cercle de centre de l’origine, ce qui entraine que z =o serait 


un zéro multiple de cette fonction, hypothèse contradictoire avec la 
condition f’(0)=1. 


La 


4 
om 
le 
2 
E 
a 
4 
“3 
. 
4 
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En posant —p +1, p, peut encore être défini comme le nombre 
minimum tel qu’on puisse trouver n pointe tasses, C) de 
modules au plus égaux à 5, et pour lesquels 


(7) Ja) =f(a2) =... =f (an) = a, 


J (3) étant une certaine fonction de la famille (E,). 
Supposons donc qu’il existe x points de cette nature, et cherchons 


les conditions qu’ils doivent remplir. Faisons sur f(z) une transfor- 


mation du type (2) en posant 


Gite) ME 


F(z) est une fonction de la famille (5) et l’on a 
EG Pa =P (ay a. 
On peut donc écrire 


(3 — a,) (S— a,)...(5 — an) 


Gee Gee 


o(s) étant de nouveau une fonction de la famille (&,). Supposons 
d’abord que l’un des a, soit nul, par exemple a, = 0 [ comme f’ (0) =1, 
un seul au plus de ces nombres peut être nul]. Ona, dans ce cas, 


DS, Sie Os) soe tie) 
- (a.2="1)=: (ans —1) 
d’où 
(8) NE AE 


et, par suite, d’après (6), on a la condition 
(9) | 22d, ++ Gn 2 xp: 


(') Si g de ces points sont confondus en un point a, il faut remplacer les 
g équations (7) correspondantes par 


ee a af ta). fa), 


mais cela ne change pas la forme de la fonction F (s). 
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Inversement, si cette condition est remplie, il est possible de trou- 
ver une fonction o(z) de la famille (#,) pour laquelle g (0) soit donné 
par (8); par suite, en remontant la série des calculs, il existe bien 
une fonction de la famille (E,) qui s’annule aux points a, —0, 4, 
D SAR 

L’inégalité (9) donne immédiatement . 


1 
(10) Max | ax|2(5) 


et cette limite est atteinte lorsqu'on donne à 4,, a,, ..., a, des valeurs 
4 


a1 
égales en module a (x) - Dans ces conditions, il vient |9(0o)|—M 
et, par suite, 9(z)==Me”, —4 étant la somme des arguments de 
Gas cts Un Onseh tire 


(3 — a)... (3 — a) 


(3) Me® = 
a ee ere 


3. L'étude de ce cas particulier étant achevée, supposons mainte- 
nant qu'aucun des a, ne soit nul. Les valeurs de 9(0) et 9’(0) sont alors 
déterminées en fonctions de a,, a,, ..., a, et x. On a d’abord 


FO) = @= dr 'ang(o) 


: n % 
i (oyss Se sevilla re A Ly, Ee +90) {a ‘| 
k 


puis 


k= 
comme le montre un calcul facile. Posons, pour abréger, 


dan k SAO, 


Il vient alors 


(11) 


7 


‘ 


Beis euah be A8 à 


idle le Da be Nh Ah a 


NVR Te UN RS NUS ee ee 
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(2), appartenant à la famille (F,), doit satisfaire aux conditions de 
M. Schur, en particulier, les inégalités (6) et (5) doivent être vérifiées, 
ce qui donne les conditions 


(12) |a|SM{ Al, 

ne Eds OOP Re have ba akan 

(ro jars = ae — 11S MA] MIA] 

Inversement, si les nombres a,, a,, ...,a,, % vérifient ces inégalités, 


il est possible de trouver une fonction (5) de la famille (#,), pour 
laquelle 9(0) et 9/(o) ont les valeurs données par (11), et par consé- 
quent, en remontant la suite des calculs, il existe bien une fonction 
de la famille (E,) qui prend la valeur « aux n points a,, as, ..., dn. 
Lorsque A 0, les inégalités (12) et (13) sont donc les conditions néces- 
saires et suffisantes que doivent remplir a,, az, Dev Un 0% pour QUIL 
existe une fonction de la famille (Ey) vérifiant les relations (7). 

Remarquons encore que si les deux membres de (13) sont égaux, 
on a nécessairement 


avec EAST 


de même, si l'inégalité (12) est remplacée par une égalité, ona 


o(z) = Me. 


A. Ceci posé, considérons pour le moment a,, a, ..., a, comme 
fixes, « comme variable. Les inégalités (12) et (13) définissent, dans le 
plan des «, deux domaines (A,), (A,) limités par les courbes Œ), (2) 
obtenues en égalant les deux membres dans chacune de ces inégalités 
[d’ailleurs, (l,) est un cercle centré à l’origine, (F,) une quartique 
bicirculaire, comme on le voit en développant les deux membres 
de (13), après les avoir élevés au carré]. On peut donc encore dire que 
la condition nécessaire et suffisante pour que les égalités (7) sotent pos- 
sibles est que les domaines-(A,) et (A,) aient au moins un point commun. 

Supposons cette condition remplie. Deux cas sont alors possibles : 
tout d’abord, (A,) et (A,) peuvent avoir un point intérieur eee os 
auquel cas il existe un cercle (y) de centre a, et de rayon 6, dont tous 
les points sont à la fois intérieurs à (A,) et (4). Je dis que le 


) EU ND) 
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minimum ©, ne peut pas être atteint dans ce cas; en effet, les courbes 
(F,)et (F,) varient d’une façon continue avec les points 4,,@,...,4,; 
faisons varier ces points en diminuant le module de chacun d' eux 
d’une quantité ¢ > o assez petite pour que la plus courte distance d’un 
point quelconque de chacune des nouvelles courbes (F,), (F,) à (11) 


. A A , À 
et (T,) respectivement soit inférieure à -- Le cercle de centre:x, et de 


Ô PSS a: : 
rayon = est donc tout entier intérieur aux nouveaux domaines (A), 


(A,); par conséquent, les relations (7) sont encore possibles pour les 
nouvelles valeurs de a,, a, ..., a,, ce qui démontre la proposition. 

Le minimum 0, ne peut donc être atteint que si les domaines (A,) 
et (A,) n’ont en commun qu’un nombre fini de points, situés nécessai- 
rement sur les courbes (I',) et (F,); ceci entraîne, d’après ce qui pré- 
cède que 9(z)==Me". En portant cette valeur dans (11), il vient la 
relation entre a,, a, ..., Qp 


(14) |A |= —1— Me®) yp — 0. 


e, est donc le plus petit nombre positif tel que l’on puisse trouver 
nnombres a,, a, ..., a, liés par la relation (14) et de modules au plus 
égaux à p,. Pour obtenir cette valeur, nous procéderons comme suit : 


Posons 
Gp Type (RSS re to ie): 


L’équation (14), décomposée en partie réelle et imaginaire, est équi- 
valente aux deux relations 


Were Tn Pane steers gh) eign, etn ah) 
n 
es , . , 2 x . , \ L 
= ren) Mri À (re eos (8 + 2 2 — w,) — 0, 
k 
AS 
(19Y< 
ANT Re Code RU 


n 


== Mr,r,.:. 19 (r. — ~) sin (9 + 2 —w,)=0, 


F1 
où 
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Faisons sur les variables w, la transformation linéaire 
C= 6 + Q— oz (Pere nn) 


dont le déterminant n’est pas nul. Les deux équations (15) permettent 
alors d’exprimer deux des quantités 6,, 0, par des fonctions continues 
des (2n— 2) autres variables 


Mata ete Cass era) Outre 1p OG Op nas te oon: 


pourvu que l’on ait 
D(g,h) 
ae | D(, 0j) 7 
c'est-à-dire, en développant, 


(ira In) (n= ) (n= +) sin(6,— ye ater 
ri rj 


ou, comme aucun des 7, ne peut être égal ao niat, 
(16) sin(6;— 6;) Ao. 


Ceci posé, considérons un système quelconque de points a,,a,,...,a, 
satisfaisant à la relation (14), et soit r, le plus grand des modules de 
ces points. Faisons décroitre r,, en laissant les autres r, fixes, ainsi 
que les 8;, sauf deux de ces variables, 4; et 9; qui seront déterminées 
par les équations (15) en fonction der,, tant qu’elles satisferont à (16). 
Si cette dernière condition est constamment satisfaite, il arrive un 
moment où r, devient égal au plus grand des r, restants, soit r, par 
exemple; à partir de ce moment, nous ferons décroitre simultanément 
r, et 7», de manière que ces deux variables sovent constamment égales; 
nous laissons toujours fixes les (27 — 2) autres variables, sauf 0; et 6, 
qui seront déterminées par (15) en fonction de l’unique variable 
or, —=7,. Au moment où ¢ deviendra égal au plus grand des r; res- 
tants, soitr;, nous imposeronsar,, ra, r, les conditions, =r, =r; = 9 
et nous continuerons à faire décroitre la valeur 9, en donnant toujours 
à 0; et 6; les valeurs tirées de (15). On peut continuer ce procédé jus- 
qu’au moment où l'on a0; = 6; ou 0; = 0; + x; on prendra alors comme 
nouvelles variables deux autres 0, (l’un d’eux pouvant être égal a 9; 
ou 9,) qui vérifient la condition (.6) et l’on poursuivra comme précé- 
demment, en déterminant constamment ces variables en fonction de ¢ 
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par les équations (15). Il est clair que l’on arrivera ainsi à l’un des 
deux cas suivants : 


1° .Ou bien 7, == ry = (== Tay 1e pommes HS din NERO 
sur une circonférence de centre z=0; 

2° Ou bien sin(0; — 4;)— o quels que soient 7 et j, c’est-à-dire que 
les points a,, a, ..., a, sont sur une même droite issue de l’origine. 


De chaque système de points a,, a, ..., a, vérifiant la condi- 
tion (14), nous pouvons donc déduire un autre système, de l’un des 
deux types précédents, le plus grand des modules de ces points étant 
au plus égal au plus grand des modules des points du système, d’où 
l’on est parti. On peut donc se limiter à ces deux cas pour la 
recherche de ¢,. 


DOTS SOU Ti Po ee ys la ee LA) S OCTICAIDES 
n ~ 
I 
an__. ;§ —. M n aie ae > ese: 
Seg ales 
) bal 


n 

De est donc un nombre réel, et l’on a évidemment | Le™*|<n; comme 
KA 
l'égalité précédente peut s’écrire 


Fee 2n 
Mpa = 2e 
on a donc 
= an 
ce qui montre que p, est au moins égal à la racine, comprise entre o 
et 1, de l'équation 


(17) IH LH a+... t+ ao Mnat1— o. 


2° Supposons tous les points a, sur une même droite issue de l’ori- 


gine; cette droite est nécessairement l'axe réel, sans quoi on déduirait 
de (15) 


a ere) NE ie 


E 
À 
¥ 
4 
2 
< 
“A 
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’ 


ce qui est absurde. L’équation (14) peut done s’écrire ici 


n 


(18) (@,@,...a,)?—1—Ma,a,... an > (a aye 


k=" 


Or, il est bien évident que le minimum du plus grand des modules des 
nombres a,, a, ..., d,, supposés réels et liés par la relation (18), est 
au moins égalau minimum du plus grand des modules des nombres 
complexes a,, a3, ..., a,, liés par cette mème relation. Pour obtenir 
cette dernière quantité, on peut recommencer le raisonnement fait sur 
l'équation (14), avec la différence qu’il y a toujours ici correspondance 
continue entre les points a, lorsqu'on les suppose tous à distance 
finie ('); on peut donc toujours se ramener au cas où tous ces points 
ont le même module 7. En posant 


Qr= Wu —— 3 D PE 
n 


où ( a le même sens que ci-dessus, et 


n 
c—M be e!Pk, 


REA 


a est déterminé par l'équation 
(19) ont ¢at— Ca 1 — 0, 


qui s’écrit encore : 
Re C ares 


anti — à 
e+ x2"! 


Lorsque æ décrit une circonférence (y) ayant pour centre l'origine, 


con! ; = 2 , \ 
wv! et = décrivent deux circonférences (y,) et (y). Lorsque le 
Ca 


ari 
rayon de (y) est très petit, ces circonférences sont extérieures l’une a 
l’autre; il est clair par suite que l’on aura la plus petite valeur possible 
de ren écrivant que lorsque (y) a pour rayon r, (y) et (y2) sont tan- 


RE — — ————"—————— "<< ———— 


(‘) Car la relation est analytique en a,;, a,, ..., An, et il est inutile ici de la 
décomposer en parties réelle et imaginaire. 
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gentes extérieurement; un caleul simple montre que le minimum der 
est atteint lorsque jc| prend sa plus grande valeur, c’est-à-dire pour 
c—Mn. L'équation (19) débarrassée du facteur (x? — 1) se réduit 
alors à l’équation (17). 

D'ailleurs, la racine de (17) comprise entre o et 1 est inférieure à la 


! * 


I ni ee re. . / 
st) donnée par l'inégalité (10). Nous pouvons donc énoncer 


limite € 
la proposition suivante ('): Le rayon de p-valence des fonctions de la 
famille (Ey) est au moins égal à la racine p,, comprise entre o et 1, de 
l'équation réciproque 


(17) ro ot. oP (p +1)Mar=o. 


Lorsque la limite est atteinte, on a 


inl 
Ca Bm UE ppe'r, 


et comme o(z) = Me, il vient 


F(s) = Me» (Aap ie = Met? ( NT 
: ‘ 


=i > seen 
Ppe *z DEEE 


Z= F(z) transforme le cercle unité en le cercle (T) recouvert (p + 1) 
fois, le point de ramification unique Z= o correspondant à s = ¢,e". 


Comme 
LEO) NE Be rel, 


il vient finalement 


f(s) = Mwy 2 — Pie)" — ph"! (pps = eM eet 
: ont" (5 — ppe rt — (0,5 — ev) r+ 


J() transforme également le cercle unité en (T) recouvert (p + 1) fois, 
le point de ramification étant ici 
I (pper¥) SSN 


6. Remarquons que la premiere partie du raisonnement qui nous a 
donné la valeur de 9, s’applique, non seulement à la famille (E,), mais 


—— 


a CE a UE EE RE LE ST ara ve ite 


1 ¢ ’ à 1 4 ; 4 5 1 
(1) M. Landau m’a communiqué une intéressante démonstration purement 
algébriqué de cette proposition, 


SOT Pi fr eee où CE à 


Cr fe 
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encore à toute famille de fonctions de (#,), ne ren fermant pas de cons- 
tante. On formera comme ci-dessus la fonction 9(3), on explicitera les 
conditions auxquelles elle est soumise et l’on écrira que ces conditions 
sont compatibles avec le fait que 9(s) appartienta(#,); les inégalités 


qu'on obtient ainsi délimitent la région de p-valence des fonctions 


de la famille considérée. 

En particulier, si l’on considère une famille de fonctions de (Fy) 
dont on fixe les valeurs, ainsi que celles d’un certain nombre de leurs 
dérivées, en un certain nombre de points de (C), on verra, comme 
ci-dessus, que les limites de la région de p-valence ne peuvent étre 
atteintes que pour les fractions rationnelles de la famille, qui font cor- 
respondre à (C) le cercle (I) recouvert un certain nombre de fois. 


7. Revenons à la famille (E,), et considérons en particulier le cas 
ou p =1; on aalors 


(20) pia ME WME, 


et les fonctions pour lesquelles la limite est atteinte sont de la forme 


(21) a ee 


Ce résultat a déjà été obtenu par M. Landau ([20], p. 471-472) en 
utilisant la formule de Cauchy donnant le nombre de zéros de 
f(s)—a=o à l’intérieur d’un cercle. En voici une troisième 
démonstration, plus simple que la démonstration générale, et qui m'a 
été également communiquée par M. Landau. 

Reprenons la formule (12), qui s’écrit ici 


|a|<M|a,a, |. 


Supposons que l’un des deux nombres a,, a, au moins soit de module 
: J(z) 
M 5 
au point s =a, donne 


faj=| f(a) j2M a | 


inférieur à =» soit a, par exemple; la formule (4), appliquée à 


1—Mial 
M —!a, | 


Comme par hypothèse |a,|S¢., |a:|S21, p, est donc le plus petit 
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nombre satisfaisant à l'inégalité 
1 — Mop, 
> 


> PR 
Me2M 


c’est-à-dire la racine comprise entre o et 1 de l'équation 


æ'— 2Mzx+1—=0o; ert. 
on retrouve bien la valeur (20). 

Remarquons que 9, est aussi la limite inférieure du module des 
racines de f'(z) =o pour les fonctions de la famille (E,), la limite 
étant atteinte pour les fonctions de la forme (21). Mais, de plus, nous 
allons montrer que toute fonction de la famille (Ey) représente le 
cercle |z|<o, sur un domaine (A) étoilé par rapport à l’origine ('). Il 
suffit d’établir que 


pour | 2) = 7S0.< dr ou encore, en posant JG) = 9(3) que 


inégalité qui sera vérifiée a fortiori si l’on a 


=9'(3). 


ee 


9(5) 


Or, d'après les inégalités (3) et (4), appliquées à 9(s) pour 


I 
z|=r<y 


dy oe uw) _ M(M?—1) 
‘= M LR M Lf (Meee 
reticent SE de eg ys ee Se ESS eee aoe 
(1) C'est le troisième exemple que nous rencontrons — les deux precédents 
étant fournis par les deux théorèmes de M. Alexander (Chap. IT, n° 4 et 6) — 
d'une famille de fonctions pour laquelle le rayon d’univalence, le rayon d’étoi- 
lement et le module minimum des zéros de la dérivée ont la méme limite infé- 
rieure. Il serait intéressant de chercher s'il s'agit d’une simple coïncidence, ou 


si, en général, lorsque deux de ces limites sont égales, la troisième leur est 
égale. 
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et par suite 


= % (M?—1)r 
p(z) | (M—r) (1— Mr) 
Comme l'inégalité 

(M?—1)r 


aes MG Mr) =: 
se réduit a 
rP—oMr+120, 
c'est-à-dire à r£o,, la proposition est démontrée ('). 
Il est d’ailleurs aisé d’obtenir la plus courte distance d de l’origine 
à la frontière du domaine (A). On a, en effet, d’après (3), 


as Mr 
|f(s)|2Mr Mr 
et comme, pourr—p;,, ne = 9,, il vient 
AA 


(22) d>Mp?=M(M —\/M?—1)” (2). 


La limite est encore atteinte pour les fonctions de la forme (21), au 
point correspondant a la racine de f’(s) =o. 


8. D'une façon générale, on a, pour toute fonction de la famille (F,,) 
en un point où la dérivée s’annule, 


(23) f(s) |S Mr. 


C’est en effet une conséquence immédiate de la formule (12). On peut 
d’ailleurs aussi le voir directement, en calculant des limites pour le 
module de la dérivée d’une telle fonction; il suffit d’appliquer la for- 


mule (3) a la fonetion Lee il vient 


(1) La démonstration de cette proposition, ainsi que celle des inégalités (24), 
est un peu plus simple que celles que j'avais d'abord données dans ma Note aux 
Comptes rendus du 24 mars 1930; ces simplifications m'ont été indiquées par 


M. Landau. 
(2) Ce résultat est du a M. Landau (doc. cit.). 
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ae L)|_, Wert flee 
Dre &):\* 
Pals at Mr(i— 7?) 
et 
frise SG). Mee FONE 
in ip Mr(1—7r*) 
ou encore ‘ 
(| f(s) | = Mr?y (M + | (3) 1) 2, 1e LLC ee aa 
(24) (5) DE ; STE) ES ae ee ee 


et la première de ces inégalités redonne bien (23) lorsque f'(3) = 0. 
Les inégalités (24) se transforment en égalités pour les fonctions 
de la forme 
fée Mote = re) ou |x| >1. 


Si l’on pose a = pe, la première inégalité est atteinte pour 3 = te, 
t étant réel et compris entre o et la seconde pour 3 = fe~*, avec 
t<oout> = 

La seconde des inégalités (24) permet aussi de donner une borne 
supérieure pour | f’(z) | indépendante de la valeur de | f(s)|, et 


valable pour toute fonction de la famille (F,). Le second membre de 
cette inégalité est en effet maximum pour 


s M(r— 7?) 
HR 


4 
— 7? = 


cette valeur ne peut être atteinte que si 2r, c'est-à-dire si 


r>V2— 71. Sinon, le second membre de la seconde inégalité (24) est 
maximum pour | f(3)| = Mr. 
Par suite, on a pour toute fonction de (Fy), 


| f(s) | $M reve n, 


(29) NES MR PSN 
lf SoS er 


si r > V2 TA CUT 


(') Cette proposition peut ètre considérée comme lanalogue du lemme de 
Schwarz pour les dérivées des fonctions de (Fy). 
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On constate sans difficulté que la seconde de ces limites est atteinte, 
au point (supposé réel) z = a > ÿ2— 1, pour la fonction 


Ma(1— Sas) 


34 — 1 


(26) APR ede A) ee, Gey 
Er Pie 


On pourrait évidemment obtenir par le méme raisonnement des 
limites analogues à (24) et (25) pour les fonctions de la forme 


AGDE 5" 6 (Zs 


¢(z) étant une fonction arbitraire de (#,); nous ne nous y arréterons 
pas. 


9. Indiquons plutôt comment, des inégalités (25), on peut déduire 
des relations entre les domaines que font correspondre au cercle 
unité une fonction holomorphe quelconque et sa dérivée. 

Soit donc f(z) une fonction holomorphe dans le cercle unité, et 
supposons d’abord que f(o) = o. Cherchons d’abord une limite infé- 
rieure du module des zéros de f’(z). Considérons la fonction holo- 


morphe 
RUSSES, 


À étant une constante que nous laissons pour le moment indéterminée. 
Lorsque f’(z)— 0, on a F'(3)—= À. Soit M(r) le maximum de | F(s)| 
sur la circonférence |3|—7r<1. D'après la première inégalité (25), 
on à, pour |z1<(V2— ir, 
M(r 
DOI 


7 


Done, s’il est possible de choisir la constante À telle que 


(27) a Sil, 


f'(;) ne s’annulera pas dans le cercle |z|< (V2 — 1)r. Linégalité (27) 


(1) L'expression donnée dans ma Note du 24 mars 1950 est erronée. 


Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — SEPTEMBRE 1931. | 45 
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donne pour |z|=r 
[f(s) +Az|SM(r)Ss|Alr 


ou 


: 
AZ 


Si l’on désigne par (D) le domaine que la fonction aoe fait corres- 
pondre au cercle |z|<r, il est clair que la condition nécessaire et 
suffisante pour que l’on puisse trouver une valeur de À satisfaisant à 
cette inégalité, est que l’angle sous le lequel on voit, de l’origine, le 
domaine (D), soit inférieur à 7. 

On peut raisonner de mème pour l'équation f’(3) = a, a étant un 
nombre quelconque; il suffit de remplacer f(z) par f(s) — az. Enfin, 
en utilisant la seconde inégalité (25), qu’on peut écrire 


M 
sin { o” 


FAI 


avec tango —r, 


il vient finalement le résultat suivant : 


J (s) étant une fonction holomorphe dans le cercle unité, soit (D) le 
domaine que fait correspondre au cercle | 3|£r<1 la fonction 


er dre AD 


I (3) 


(D) le domaine que fait correspondre au cercle|3 <r' r la dérivée f'(z): 


= ap st REZ : = 
2—1, (D’) est intérieur au plus petit domaine convexe con- 


1° Si 2 SV 
tenant (D); 

2° Si V2 —1< . <1, (D') est intérieur au domaine (A), lieu des 
points d'où Von voit le domaine (D) sous un angle au moins égal 
à 27 — 8 avec 


pi T T 
taney = — eget) 
SY r Ge | 


La seconde partie de cette proposition ne peut étre améliorée, comme 
le montre l'exemple donné par l'égalité (26). Par contre, comme la 
première inégalité (25) ne se transforme en égalité que pour f(s) =Mz, 
c'est-à-dire lorsque les domaines (D) et (D’) se réduisent à un point, 
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il n'apparait pas aussi immédiatement que la première partie du 
théorème précédent donne également la meilleure limite possible, 


L'exemple suivant montre pourtant qu’il en est bien ainsi : pour la 
fonction 


2(1— 2), 
Der 
le domaine (D) correspondant au cercle unité est le demi-plan à droite 
de l’axe imaginaire, et pour s = 2 —1 ona f'(3)= 0. 


10. Comme autre application des inégalités (24), indiquons rapide- 
ment comment on peut les utiliser pour démontrer et préciser dans 
certains cas le théorème suivant, établi par M. Montel dans un 


: Mémoire récent ([ 21], p. 106) : 


Soit f(z) une jonction holomorphe dans une ellipse (E) de foyers —1 
et +1, réelle lorsque 3 est réel, telle que | f(z)|<1 dans (KE) et s’annulant 
aux points —1 et +1; soit de plus f(o)— a, <0. Il existe alors un 
nombre réel §(a,) compris entre o et 1, tel que f'(z) ait au moins un 
zéro dans l'intervalle (— 0, + 0). Ce one dépend aussi évidemment 
de la grandeur de l’ellipse (E). 


Pour démontrer cette proposition, faisons une représentation con- 
forme de l’ellipse (E) sur le cercle unité, en conservant le centre et 
les axes de symétrie. Nous avons alors une fonction /(z) holomorphe 
dans le cercle unité, réelle sur l’axe réel et satisfaisant aux conditions 


RPS YTS oy CON == Ay 0 (on peut toujours supposer a, > 0), 
FL p= I+ p) =, 


9 étant les deux points de l’axe réel qui correspondent aux foyers 
de (E). Il faut chercher une limite supérieure du module minimum 
des zéros réels de f’(z) compris entre — p et + p. 


En posant 
ay 
g?— p° Us) — fo 
ferme 1 a j 
— V(z) — 1 
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b(z) est une fonction de la famille (F,), assujettie à la seule condi- 
tion supplémentaire d’être réelle sur l'axe réel. 


TRS si 
L'équation 1) _ 9 s'écrit alors 


f(s) | 

g'(z) oor & ; 
7) [by FAR) ei] GH) 
ou : 

fete Oe Ks a Pr ee 

0” pe ke 
On peut supposer d'(o) > 0; le cas L'(o) =o donnerait une racine 
de f'(z)=0 à l'origine, et si d'(o)<o, on posera 3, ——3, 


b(s)=,(,); on est ramené à l’équation (28) entre z, et },(3,), et 
l’on à 
pi(o) = — Y'(0). 

(sz) commence donc par être positif lorsque z croît à partir de s=o. 
Je dis que si z, est la plus-petite racine de (28) comprise entre o et 9, 
b(s)20 lorsque o<z<z,. Sinon, comme (zs) est une fonction 
continue, Y(z) s’annulerait pour une valeur z, au moins telle que 
0<3,<3,, et comme Ÿ(0o)— 0, on aurait aussi, d’après le théorème 
de Rolle, une racine de L’(3)— 0 au moins comprise entre o et 3,; si 
3, est la plus petite de ces racines, ona 


Y(z)20 pour O2. 
et 


où l’on a posé, pour abréger, 


PCR ER p(s) à Kz 
NT irae TANT TE AT TE PSS 
LYS) +k] [Ab (s) +1] (3*— p°)(p?3?— 1) 
Comme y, et y, sont continues pour o£3<3,, il y aurait une racine 
de (28) inférieure à 3,, ce qui est contraire à l'hypothèse. 
Soit alors Y,(3) la limite supérieure de y,(s) en un point de 
2 ; 
Pintervalle 0<3<1, lorsqu’on Suppose en ce point U(s)>0, 
Ÿ pouvant être d’ailleurs une fonction quelconque de (F,), réelle sur 
l'axe réel. Il résulte de ce qui précède que si l'équation 


Yi (33 = Ve (os) == 0 


dec Qu See LL RL 


x 
a 
a 

- 2 
4 
: 
3 
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a une racine ¢ comprise entre o et 9, J'(z)=0 aura toujours une 


racine de module inférieur à €, ce qui démontrera le théorème de 


M. Montel. 


Or, il est aisé de calculer Y,(z) en se servant de la seconde inégalité 
(24) qui donne ici 
é (p + 2*) (1—p) 


EG 5 + 0 do 


etcomme|d|< 2, Y,(z) sera le maximum du second membre lorsque 
Ÿ varie de o à z, 3 restant fixe. On trouve ainsi 


I 


AS ane eeeeaa ag verter pour 0o<z<a, 

ee ey = et Ta) . 
Vila) = es Ve pour a<3<6, 
Xi Gz = = pour B<z<1, 


I— 3? 


où « désigne la racine comprise entre o et 1 de l'équation 


2(1+k-+ k*) 
k 


k 
p= ae 


Un calcul immédiat montre alors que l’équation Y,(s) —y.(z) =0a 
bien toujours un zéro € et un seul compris entre o et 5, quel que soit 
e compris entre o et 1. 


Br 9 25 — 05 a RIG) 


3 


et 


11. La valeur ¢ que nous venons d'obtenir n’est pas en général la 
limite exacte du module minimum des zéros de f(z). Cela tient 
d’abord à ce que, pour que cette limite fut atteinte, il faudrait que 
y.(S)=Y,(6), et l'on sait que cela ne se produit que pour 
z(1+ 22) 


U(zs) = 
? (2) ee: 


ACT > 1 OUT — 7 mais la seconde hypothèse est à rejeter, car 
U(z) ne serait pas positif pour o£z<€. Donc, au pointé, 


OS h(E) $6. 
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Comme nous avons fait varier | deo az pour obtenir Y,(z), on voit 
aisément qu’à partir d'une certaine valeur de z, la valeur de Y, 
correspondra à une valeur de d inférieure à 3°, qui ne peut donc 
convenir. 

Pour obtenir la limite supérieure exacte de y,(z) en un tel point, il 
faudrait d’abord trouver la limite exacte de [Ÿ'(z)| en un point de 
l'axe réel, lorsqu'on suppose que la fonction Ÿ(z) de la famille (F,) 
est positive entre o et 5. 

Une autre raison pour laquelle ¢ peut ne pas donner la limite exacte 
est que l’équation (28) peut, a priori, avoir des racines comprises entre 
o et —o, et de module inférieur à €, quelle que soit la fonction U(z). 

Indiquons toutefois, en terminant, un cas où € donne la limite exacte : 
il suffit que € 4 et en même temps p < 4, ce qui aura lieu lorsque, 
k étant fixé, 9 est pris assez petit. La fonction qui donne la limite est 
alors obtenue en faisant V(z) = 3. 


SURFACES DE VOSS-GUICHARD 


Par M. Bertrand GAMBIER 


1. Introduction et bibliographie. — Les surfaces de Voss-Guichard 
sont celles qui admettent un réseau conjugué formé de géodésiques. 
Leurs propriétés nombreuses n’ont été découvertes qu'avec assez de 
peine par les géomètres successifs; je puis même citer l’exemple d’un 
géomètre éminent qui a écrit deux mémoires élégants en 1907 et 1914 
sur ces surfaces; le second porte comme titre : Transformations des 
surfaces de Voss, mais (du moins en 1914) l’auteur, en rédigeant ce 
second mémoire, ne s’apercoit pas encore qu'il avait déjà, en 1907, . 
sans l’avoir remarqué, traité des surfaces de Voss. La nouvelle édition 
(1922) de la Géométrie différentielle de Bianchi contient la remarque 
simple qui permet enfin de reconnaître la portée exacte du premier des 
deux mémoires que je viens de citer. Si, chronologiquement, c’est 
Voss qui, le 3 mars 1888, a découvert les surfaces en jeu, on doit 
remarquer, en hommage à la mémoire de Guichard, quia été un pré- 
curseur sur beaucoup de points, qu’en août 1890, aux Annales de 
l’École Normale, Guichard a, sans connaitre l’article de Voss (Sttzungss- 
 berichte de Munich), retrouvé toutes les propriétés de Voss, puis 
signalé une série de propositions importantes non soupçonnées par 
Voss. A cette époque ni Voss ni Guichard n’ont signalé que les surfaces 
en jeu admetient une déformation continue sur leur réseau géodésique 
conjugué comme base et pourtant, en 1873, M. Cosserat avait signalé la 
propriété caractéristique (relative à la représentation sphérique) des réseaux 
conjugués permanents; il a fallu que l'illustre géomètre italien Bianchi 
fit la synthèse des résultats dus à MM. Cosserat, Demoulin, Tzitzéica 
sur la déformation continue (sans oublier les siens propres) pour 


célèbre théorème de permutabil 


rane He anc con 


_ faces de Voss par l’interméd 
tante dont les asymptotiques on 
réseau conjugué (c'est la remarque ae a 
M. Eisenhart a explicité en 1914 l'application a 
la por Oe de Backlund dont Bianchi: Ae 
_ que x on connaît. JT ee ee ee cet 
En 1927 j'ai retrouvé a aux Acta mathematica par une méthode or igi- 
nale les propriétés des surfaces de Voss : jexpliquerai plus loin com- 
ment j’avais failli ne pas reconnaitre certaines surfaces classiques 
telles que l’hélicoïde minimum et ses déformées hélicoidales, la déve- = 
loppée du caténoide et ses développées helicoidales, surfaces qui sont | 
toutes surfaces de Voss : il a fallu qu’au cours de la rédaction de mes _ eee 
deux fascicules sur la déformation des surfaces je me proposasse une | 
série de problèmes pour que deux de ces problèmes (indépendants en — Ta 
apparence) me fissent d’abord retrouver les surfaces de Voss, avec ee, 
une certaine surprise d’ailleurs (mémoire rédigé en 1925, maisimprimé 
aux Acta seulement en 1927), puis en 1926 (mêmoire rédigé en 1926, 
puis imprimé en 1926 au Bulletin des Sciences mathématiques) cons- 
tater que les hélicoides qui admettent ~' déformées hélicoidales non révo- 
lutives avec réseau conjugué permanent sont sur faces de Voss : ce résultat Ÿ 
inattendu m’a permis de retoucher mon mémoire des Acta au moment 


\ 


de la correction des épreuves. J’ignorais à cette époque les résultats 


‘de M. Eisenhart. 


Les surfaces de Voss possèdent un grand nombre de propriétés 
curieuses qu ‘il y aurait lieu d’encore mieux approfondir ; aussi je crois 
rendre service aux Géomètres en exposant une vue d'ensemble: 
j ajouterai quelques résultats nouveaux sur la détermination, par qua- 
dratures, sur une surface de Voss connue, du réseau géodésique con- 
jugué de cette surface. 

Voici la liste des travaux que je connais sur cette théorie : les lettres 3 
que j'adopte (V), (Gu), (B), (R), (E,), (E;) (GaA), (GaB), (D), (F), É 
me serviront dans le texte ultérieur pour renvoyer le lecteur aux 
diverses références. | 
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“MM. Nos, Der diejenigen Flichen, auf denen zwei Schaaren eda 
tischer co ein conjugirtes System bilden (Sitzungsberichte der math- 
_ phys. Classe der k. b. Akadenue der Wissenschaften zu Un Band 
XVIN, 1888, Pp. 99-102). . 


(Gu). Guicuarn, Recherches sur les surfaces à courbure totale constante 
_ et sur certaines surfaces qui s'y rattachent (Annales de l'École Normale, 


me 3° série, t. VIL, 1890, p. 233-264). | 
_(B). BIANCHI, Lecons de Géométrie différentielle, seconde édition. 


= (R). A. RazzaBonr, Delle Superficie sulle quali due serve di geodetiche 
formano un sistema conjugato (Memorie della R. Academia delle Scienze 
dell’ Istituto di Bologne, 4° série, t. IX, 1888, p. 766-776). 

(EB, ). Etsennart, Applicable surfaces with asymptotic lines of one sur- 
face corresponding to a conjugate system of another (Transactions of 
the American mathematical Society, t. 8, 1907, p. 112-134). 

: (E,). Ersenuart, Trans formations of surface of Voss (même Rooney: 
t. 15, 1914, p. 245-265). 


(Ga A.). Gansier, free de Voss-Guichard; surfaces associées et 
adjointes ; déformation avec réseau conjugué permanent (Acta mathema- 
tica, t. 51, 1927, p. 83-131). | 

_(GaB). Gamsier, Déformation continue d’un hélicoïde en hélicoide avec 
réseau conjugué permanent. Surfaces de Voss-Guichard (Bulletin des 
Sciences mathématiques, 2° série, t. 50, 1926, octobre-novembre). 


(D). Darsoux, Théorie des Surfaces, t. IV, p. 101-110). 


Darboux donne géométriquement la démonstration de propriétés 
spéciales aux surfaces G (développantes des surfaces V de Voss) intro- 
duites par Guichard. 

Je dois enfin citer le nom de M. Finikoff, professeur à l'Université 
de Moscou, qui, dans sa thèse imprimée en langue russe en 1917 avait 
démontré le premier que seuls les hélicoïdes minima sont x fois sur- 
= faces de Voss; en réalité, M. Finikoff avait cité seulement l’hélicoïde 

minimum habituel, réel et transcendant, qui est |’ adjointe du caténoide, 
et avait négligé l’hélicoïde minimum, imaginaire, mais algébrique, qui 
~ est l’adjointe de la surface minima imaginaire et algébrique de révo- 
Ann, Ec. Norm., (3), XLVIU. — SEPTEMBRE 1931. 46 
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lution; la méthode de M. Finikoff donne les deux hélicoïdes; j'avais 
moi-même oublié (parce qu’imaginaire) cette surface dans le mémoire 
(GaB). J’ai rectifié cette omission dans divers travaux, en particulier 
dans un paragraphe ajouté au mémoire de M. Finikoff. 


(F). Déformation d’une sur face et réseaux conjugués persistants (Bul- 
letin des Sciences mathématiques, 2° série, t. 54, 1930, mai). 


2. Résultats de Voss. — Le problème, posé par Voss, conduit à des 
équations aux dérivées partielles extrêmement simples et faciles à 
former : l’une est celle, non intégrable, qui donne les surfaces à courbure 
totale constante. Les trois formes quadratiques fondamentales de la 
surface V, sont, en prenant le réseau géodésique conjugué comme 
réseau de coordonnées curvilignes 


ox? OX OY oY? 
EY ese 2 PRET ne 0 , 32 
(1) ds =(5,) du HAE cos 20 duds +(5) ds?, 
Ox. OY 
—Sdcdx=sin2w| — du?+ — de? 
(2) dcedx = sin (Te du? + me de ), 
(3) do’? = du? — 2 cos 20 du dv + ds? 


avec les conditions nécessaires et suffisantes, comme on le reconnait 
aussitôt par les équations de Gauss-Codazzi. 


O* a) 
P HO ee 
(4) Jade — Sin cos, 
Ox oY 
ov Ou 
5 Di ee en 
(9) COS 26) = OY = Ox 
Ov Ou 


On doit donc d’abord trouver une intégrale particulière de (4), ce qui 
revient d’ailleurs à trouver une surface © à courbure totale constante 
et égale à — 1, d’élément linéaire, 


(6) dX? = du? + 2 cos20 du dy + dv. 
Ensuite on intègre le système (5), ce qui revient à trouver X (ou Y), 


par une équation de Laplace, l’autre fonction Y (ou X) se calculant par 
quadratures. 


(8) 


SURFACES DE VOSS-GUICHARD. 303 
M. Razzabonia fait remarquer que si l’on pose 
(7) M=X +Y, N=X—Y, 
le système (5) est remplacé par 


(27) RUN 2 a) ae gM ae 
; = ga), jp aes 
L’élimination de N fournit l'équation de Laplace en M que Voss avait 
déjà formée; mais si l’on pose, comme Darboux, 
OZ 
: Ou Ov’ 


SN 


F(z) = 


è 


le système (5') équivaut à l’une ou l’autre des équations de Moutard 


(5?) F(M tango) = F (tango), See) (ep 

dont on intègre l’une, l’autre fonction N (ou M) s’obtenant ensuite par 
une quadrature. Ayant ainsi trouvé une solution w, puis un couple 
associé à w, (X, Y), la surface V, la surface X et la sphère o sont définies 
intrinsèquement, la sphere co servant de représentation sphérique com- 
mune à V et de sorte que les géodésiques de V aient méme image que 
les asymptotiques de &. Quand on a déterminé les coordonnées c(u, ¢), 
c'(u, 9), c’(u, ¢) de s, on a Ë par quadratures (formules de Lelieuvre), 
puis V aussi par quadratures : Voss indique pour la surface V les qua- 
dratures 


Voss indique ensuite comment on déterminerait les surfaces V qui 
sont en même temps surfaces minima (mais sans montrer que l'on ne 
retrouve ainsi que les deux hélicoïdes que j’ai indiqués plus haut), 
puis les surfaces V qui sont de révolution. 


3.. Résultats de Guichard. — Soit une surface de Voss, V et les tan- 
gentes aux géodésiques » = const. de V[désormais j appellerai courbes 
(uw) ou (¢) celles où w et ¢ reste constant, quelle que soit la surface 
étudiée]; prenons l’une des oo' surfaces trajectoires orthogonales de 
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cette congruence rectiligne, soit G; considérons la congruence C des 
tangentes aux courbes ¢ de G; la seconde surface focale de C, à savoir 
G,, possède avec G cette propriété que les développables de C, » = const. 
et w—const., ont leurs arêtes de rebroussement sur G (lignes ¢) et 
sur G, (lignes w), et que ces arétes de rebroussement sont lignes de cour- 
bure de G et G, ; réciproquement st deux surfaces G, G, sont telles que les 
développables de la congruence G de leurs tangentes communes découpent 
sur chacune (par arétes de rebroussement et par courbes de contact) le 
réseau des lignes de courbure, la développée de ( (ou G,) relative aux 
arêtes de rebroussement portées par G (ou G,) est une surface de Voss V 
(ou V,). 

La relation entre G et G, est réciproque, ainsi qu’entre V et V,; sur 
la surface G, les lignes u, ¢ jouent un role dissymétrique, mais sur 
l’ensemble G, G, ou V, V, les variables w, + jouent un rôle symétrique. 
On remarque que V étant donnée, on obtient «' surfaces G, donc oo' 
surfaces V,; l’une quelconque V, des surfaces ainsi obtenues livre 
aussi o' surfaces V, la série obtenue étant indépendante du choix de V, 
parmi les «' surfaces V, et la série (V) obtenue comprend la surface V 
de départ ('). Appelons (s) l'opération qui fait passer de V à V,, (t) l'opé- 
ration qni fait revenir de V, à V : nous obtenons, par l'application répétée 
de la méthode de Guichard, une suite infinie de familles x' de surfaces 
de Voss : 


CVs) EV) VDI VE (Ve, 
avec la relation symbolique 


CYR) Se St Vena) CV ea, 


valable que n soit positif, négatif, ou nul. Guichard montre que cela 
revient à faire sur chaque intégrale connue de l’équation de Moutard 
oF 6 


Ou Ov 


(M) — 0 cos2w, 

une opération (s) ou (¢) qui n’exige que des quadratures ; w est solu- 
tion supposée connue, et fixe au cours de ces opérations de l’équation 
en PT TRE NE TR RER 


(*) On obtient donc une transformation infinitésimale des surfaces Ve 


a 
4 
a 


“A 
A 


ih ey: A eee 


+ ROP ee 


, 


RL Eu À 
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SURFACES DE VOSS-GUICHARD. 365 
déjà obtenue 
26) ; 
(E) Du de — Sin coso. 


L'équation de Moutard (M) est l'équation de Laplace, tangentielle, 
relative au réseau conjugué géodésique de V, ou V,, ..., V,, cartoutes 
ces surfaces sont parallèles entre elles au sens de Peterson suivant le 
réseau conjugué géodésique. 

Cette découverte des propriétés de la congruence C, des surfaces G et 
de la transformation illimitée des surfaces V dans l’un ou l’autre sens 
est propre à Guichard, qui avait retrouvé en même temps les résultats 
de Voss. Guichard part de l’étude du trièdre mobile attaché à la sur- 
face G (tangentes principales et normale); je vais reprendre la ques- 
tion en partant directement de V, ce qui a l'avantage de ne pas exiger 
l'emploi des tableaux relatifs aux formules de Codazzi pour un trièdre 
mobile et nous verrons plus nettement que dans le mémoire de Guichard 
les formules relatives aux transformations (s) et (¢). Darboux a 
démontré géométriquement l'existence des propriétés spéciales aux 
quatre surfaces G, G,, V, V,; l’artifice simple employé par Darboux 
consiste à remarquer qu'une développante d’une courbe + de V a pour 
tangente une parallèle d à la normale principale de v, donc à la nor- 
male de V; cette droite d est d’ailleurs pour G tangente principale; 
de même la développante de la courbe u de V donne une surface G’ 
(autre que G,) et une droite d’ tangente principale de G’, parallèle à d; 
les développables engendrées par d et d' se correspondent et le reste s’en 
déduit (Darboux, t. 4, p. 106-110 et p. 128-130). 

Donnons maintenant la démonstration analytique; nous appelons 
a, B, y les cosinus directeurs de la tangente à la courbe v de V de sorte 
que l'on a, siæ, y, z est le point courant M de V, 


OL 2 va DS dy Ox Vers OX 
eo Ou ES ae du AP du! Ou 


Appelons ,, 3,, y, les cosinus directeurs de la normale principale de 
la courbe ¢('); cette droite est normale à V; appelons a, Bs, y, les 


eee eee ooo 


(‘) Je rappelle que le rayon de courbure R d’une courbe n’est pas obligatoi- 
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cosinus directeurs de la tangente à V en M perpendiculaire sur, 6, y,, 
ou si l’on préfère de la binormale de la courbe ¢ de V. Je rappelle les 
formes fondamentales de V 


X\? OX OY TYNES. 
dx? + dy*+ as=(5+) du? + 2 Du dp 0520 du dv + (sr) dv*, 
: Ox OY 
(2) — (da, dx + dB, dy + dy, dz) = sin20 (= du? + ap 4) 


da? + dB? + dy} — du*— 2 cos2w du dv + de’, 


avec les équations complémentaires 


._ OY ox 

0) : PUISE 
(3) he PU Rd CORRE ENT ON 
du de 


Les formules bien connues, donnant sur une surface définie par ses 


d remières formes cond et = 
eux pren 7 T 


fournissent pour une géodésique (0 — oR et Ti appliquons ici à la 


dé : b 
ar pour une courbe queiconque, 


géodésique ¢; ona 


Ox I ox I 
h <=> a = — . 
(4) LE du sin2W du cos20) 
: OY « OY 
Pour la courbe uw on aurait R’ = = ——, T’ = — — —*_, de sorte 
Ov sin2a du COS2W 
nm T’ 4 

que p =— p= tang20- ) Appliquons, sur la courbe ¢ dont l’arc - 
est X, les formules de Serret-Frenet 

da CA Oe te ay re Lo Pea D 

Xe Et grunt thine he AX 1% 


rement positif : une fois fixé un sens positif arbitraire sur la normale principale, 
si C est le centre de courbure, Rest la valeur algébrique de MC; le triédre formé 
par la tangente positive, la normale principale et la binormale doit avoir même 
sens que le trièdre de référence et, avec ces conditions, les formules de Serret- 
Frenet sont toujours exactes. En étudiant les géodésiques » et w de V on peut 
prendre méme normale principale; le signe de T estindépendant du sens adopté 
sur la normale principale. 


re rel. 


a à à 2" 


3 
E 
2 


(5) oe =a, sin2w ga = 4 si = kee 
% Sin 2.6) = 
du 33 , Aes | da COS 26), a, COS 20), 


Ou 


Les relations 


N dx (x 2 dx dx OX OY da, Ox 
OVI: Vee)? D Ode dude! du ov — 


données par le ds? de V et la conjugaison (4, ¢) donnent, tenant compte 
de(1), 
Ox 


. OY 
(6) Jp = (% cos2@ — a, sin2 0) = 


de sorte que le trièdre analogue de Serret-Frenet pour la courbe u de V 
est 


(7) aœcos20 — a, Sin2w, ...; @, ...; @SIN2W + a, COS20, 


On sait que la relation 


da? + dB? + dy} = du? — 2 cos20 du dv + ds?, 


entraîne que &,, B,, y, soient chacun solution de l’équation de Moutard 


M att val es 
Me) du d6 


Oa da, da, 
Il s’agit maintenant de calculer =) 75° gp Nous commençons 


da, 
par; ona 


ou 


og Ox Ox Ox 
Qu Gt — 0 et oe ee a —0; 


d 
cela prouve que 2%, ae ae ‘ sont proportionnels a a, 3». YA et, puisque 
Ov 


l’on a ; 
os 
us M1 — —Q (asinae -+ o% COS 2.6) Fo —— 0082. 


Ou ov 
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ona 


Ox 08 dy 
Lo NT A 
et ceci suffit pour retrouver 
| ue or cos 26) : 
ON HO CEE É 
da 


Maintenant, pour calculer ——, remarquons que l’on a 


AMP) 1 Oe CR era Ho) hate Poe 
du\ov) de\du) de” AE ‘ de 


mais ceci peut encore s’écrire 


O* a) Od, Ow À Ge) 


2» a9 
“Ou Ov du dv 


On a donc 
da do ; on = Oo) F dy =. Ow : 
Dee ON AVS OT UN No OT aro Lh 

où V,, Vz, V, sont certaines fonctions de ¢ seul. Mais l’on a S Ta — 0, 


d’où l’on déduit 


Via + VB + Viy=0. 
En dérivant par rapport à u on a 
Via + V,0,+ Viy=o. 
En dérivant encore une fois par rapport au, on a 


Vi %-+ Va: + Vii 9, 


z 5 af Ow : 
done V, = V, = V, = 0. Ona donc 7p et la relation 
S da 4 dz, se Oe, 7 
“Ov ' Ov 43 cp. a 
) of 


Oks . . , 5 . 
donne —*- On a ainsi retrouvé tous les résultats de Guichard: je 
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récapitule 
dx Ox Ox : 0 
Dr Thee du: (a 00820 — a, sin2w) ——. 
de = %,Sin20 Oe ria ees rend 0 Use ee COS 2 6) 
CT) Ou ee Og oes Ou RS 
QUE dc) da, dc, Oo) 
TE Se eM eres du à UP, ene 
LOI Ja | LABO, RACE Pa Oy 
CPR ER. a OUR eo, du dv y, Ou dy 7 bea 


Considérons maintenant la surface G lieu du point 


(9) mx Xa, may—Xa, JE SS oe 
OX OY ; SE 
En se rappelant Fo = gp 0082, ona, d’après (T), 
| Bohs No SII 2G) Ov, . OE, _ Oo) 
ese. AO, 26), we = TA 9) oe ; 


(10) 


Ona Re OR ORAN OX es A. aN cota: Oo) 
dude pou | — 1 _ Ov eee ie Op 


|- 2, X sin 26). 


Ces formules montrent que le système (u, ¢) est rectangulaire et conju- 
gué sur G : la surface G est rapportée à ses lignes de courbure. En écrivant 


Of Ox, Or, 
que > | = | coincide avec l'expression déjà obtenue pour ==", on 


voit qu’en posant 


. OY do) OX je Oo) 
(11) 2p = sino € + * aX tango Ho 
on à 
do 
2 2+ =X sin20, 
BD) Ou ; 


| Comme vérification, on trouverait aisément que (12) est l’équation 
de Laplace vérifiée Be 


OY Ox he OX EEE OX 
du op ree “Op cos OP 


Une nouvelle dérivation de (12) fournit 


0? 0 OX. £ du) : 
sin 26)--++ 2X cos 26) —— 29 COS 20), 


eae ees 
du Ov Ov ds 
Ann. Ee. Norm., (3), XLVI. — Ocrosre 1931: 47 


(13) 
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de la sorte l'équation de Moutard (M) qui admet pour solutions 1 Bes Yi 
admet aussi 9 pour solution: c'est l'équation tangentielle de Laplace 
relative au système conjugué de Y. Si nous étudions maintenant la sur- 
face G, lieu du point 


« 
(14) Hy Li + 2412, Yo= I+ Bip, Ba 84 A310) 


nous trouvons aisément 


Ox, x DES Pan EYES & Oo 
Se DST 20 , 26)), DA 
) p\ K 2 wy Ov 1 Op 

Os Ou 

1D) 

: Ox, Op OFF ES 

— —— 24,5 > CAG eee 
Ou Ou df 


Ces formules (15) montrent que la surface G, est la seconde nappe 
focale de la congruence C engendrée par les tangentes aux lignes de cour- 
bure ¢ de G et que G, est aussi rapportée à ses lignes de courbure. 

Le surface V est l’enveloppe du plan 


(16) e+ Bry + y sr. 
ona d’ailleurs aussi 
(16) Pi, Dy 034 Yi 


Par dérivation de (16’) on trouve aussitôt 


Or 5 
ae = Lada + Past Yee, 
Orr : 
Wire = COS20 (4, €, + Dit rer) —7Cos20) 
(17) 
Or ; ( . dr do 
ar SID BGO, NS = ye — COS 26) — —2—~-.- 
Ou i ik ae Ov Ou 
Or Oo) - 
NSD es Gites ks ee Neat a OU a Re te 


Remarquons maintenant que la surface V, est l'enveloppe du plan 
(18) aX + 6, Y + Ys b= 0) Ly Bi92 + 153 T+H2p—= Tr. 
Puisque r et 9 sont solutions de (M), il en est de même de r. : cette 


détermination de r, en fonction de r suffit à déduire la surface de Voss 
V, de V. Or si nous posons 


(19) P= te, + Boy, +73, 


Re ET ve re be mods allo dr à À am A bé: a ee NS LUS ae ee Ne D 
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nous trouvons immédiatement les formules 


| ee — SiN DG) ve =) Or Ow 

ts) | DEEE LORS Ov. Ov de 

| dw Or Or, | or 
| Ti — 244 Le Aone. ain == ~~ SIN) 2)G) — COs 20 ay 


qui définissent la substitution 7, = s(r) annoncée par Guichard; les 
deux premières formules (s) ont été obtenues par dérivation de (19) et 
les deux dernières formules (s) ne sont autres que les deux dernières 
formules (17); quand r solution de (M) est connue, u se calcule par une 
quadrature de différentielle totale et r, s'obtient par la troisième for- 
mule (s). Naturellement si G est connue (ce qui exige d’avoir calculé X 
par une quadrature au fond équivalente à celle qui donne pv.) ona p. 
par léquation finie (19); de même si l’on a calculé u. le premier, on 
a X sans quadrature, car u+X=ax+ by +ys. L'interprétation 
de 20 est aisée : c'est la distance des points focaux de la droite générale de 
la congruence C pendant que 2 est l'angle des plans focaux. La cons- 
tante qui figure dans y sous forme additive (et par suite aussi dans X, 
puisque la somme p.+ X ne contient plus de constante) remplace G 
par une surface parallèle. 

La relation entre V et V, est réciproque: à condition de permuter wu 
et ¢, nous devons obtenir des formules analogues pour la transforma- 
tion (¢) quide r, fait dériverr. Ecrivons donc 


(20) Py Ly + By e+ Yi2e. 


Par dérivations nous avons 


fOr ‘ 
Po tsMmoIversd COS 26) Le; 
Ou, 
Or do 
gs Sy ls + 2 oes 
Ov dv 
21 
(an) or, OW & - : : 
SD) DK COS2 G)'— Hy SIN. DW) ) 20 + 1% 
Ju? 0 sy 2 
Ou u 
Oo) oS 5 
—=— 9 — SL, (A COS 26) -— % sin26)) — Tr. 
Oa 


Si nous posons 


(22) y= Sw, (2 cos2 — a, sin2w), 
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on trouve aussitôt 
pe ge ons Ib 7, sin 2; = 
du Ou Ou’ Ov 
(2) ) dr, Oo) 
pn eal PR meas 
| ‘ Ou? Pa oy 


La substitution (¢), comme cela devait être, se déduit bien “de (s) en 
permutant à a v,retr, 


L’ égalité = = Lo Lo + ot 22 peut s s’écrire 
Or ngs ca > or, 
ie Sy %,=— p, SIN 26) — COS20 aie 


ce qui donne bien l'équivalent de la dernière formule (s). 
Dans mon mémoire (GaA) j'ai ajouté quelques propriétés géomé- 
triques à celles qu’indique Darboux. 


4, Résumé du mémotre (Ga A). — Déformer une surface quelle qu'elle 
soit revient au fond. à trouver la solution générale (4, 2’, 2”) des trois 
équations de Gauss-Codazzi satisfaites par les coefficients de la seconde 
forme quadratique 

ddu?+ 20'du dv + d"dr = — Sdc dx. 


Or l’une de ces équations est en termes finis et donne 22’ — 6’; les 
deux autres sont linéaires, de sorte que si deux surfaces représenta- 
tivesS,, S, sont connues et fournies par (2, C156, )> (Oxy des 0,) la com- 
binaison hd, + #0,, hd, + #9,, ho. +k" fournit une solution de ces 
deux équations linéaires, quelles que soient les constantes h, #. Mais 
alors, peut-on obtenir par cette combinaison une solution de la 
première ? La réponse est immédiate : i faut et suffit que l'expres- 
sion 0,0, +00, — 20, à, soit égale identiquement à m(3, à! —2?), 
où mest une nouvelle nantes et st cela a lieu, h et k Hotere simple- 
mentvérifier la relation numérique h* + k + mhk= 1 : cela prouve qu'il 
y ax! déformées avec réseau conjugué permanent : mais jusqu'ici rien 
ne renseigne sur la nature de ce réseau. Pour simplifier la recherche, 
on remarque que remplacer le couple S,, S, par le couples, et S, où 
S, est fournie par la solution h, 2, + 4,0,... change la valeur de m 
et permet d’annuler m en choisissant h,, #, de facon à avoir 


RH kh? + mhyky=1, 2h, + hym=o, 


| ne Seine: qu’t une sirface ir une symétrie ou déplacement 
dite adjointe : à S, tandis que les autres sont associées; or l’exis- — 
rille oo! de surfaces associées à S, au sens employé ici 

équivalente à l'existence d’ une surface associée : donc JUS 
| nécessaire et suffisante pour l'existence des surfaces ee 
est que les sur ‘faces S,, S. soient applicables et qu'aux asymp- | 
ee PORC Has SDL) autre deux ER conjuguées 8 


Ag el puisque nous avons reconnu avant tout autre Srebhovohe que ce 
“27 À éseau est permanent) pour constater, avec une certaine surprise, que 
ce réseau est une et ee par Aie nous avons retrouvé les 
s Blanes a de Voss. j 


“réel, tee sans avoir à poursuivre a la détermination de 
nos surfaces. 11 faut d’ailleurs faire cette critique à beaucoup de 
; 3 recherches géométriques que le point de vue réel est trop peu abordé 
oa cet je: dois d’abord m “expliquer sur ce point: nous avons ici, par 
fase emple, des surfaces définies par un réseau géodésique conjugué : le 
| premier chercheur, Voss, déclare : «Je vais donc supposer ce réseau 
réel ». Ce n’est pas, à mon sens, un point de vue justifié, même au point 
_de vue réel, car si une surface V est réelle, le réseau géodésique en 
_ jeu est ou eoeupose de courbes réelles ou de courbes imaginaires con- 
_ juguées (Voss s’empresse d’ailleurs de faire remarquer que les sur- 
faces minima sont un exemple de surfaces V, les courbes minima 
“étant des géodésiques exceptionnelles : dans les équations écrites 
_ jusqu'ici, elles ne figurent pas, précisément à cause de ce caractère 

es exceptionnel, les variables X ou Y du cas général signifiant l’arc des 
_ géodésiques à condition que ces one ne soient pas minima). 

_ Or l’hélicoïde minimum réel admet æ' réseaux de Voss que l’on peut 
_ définir ainsi: transformons l’hélicoïde par déformation continue 
_ (réelle)en le caténoide ét tragons sur le caténoide un parallèle arbi- 
tratre : les géodésiques tangentes à ce parallèle sont un réseau de Voss 
del’ ‘hélicoide; le paralléle partage le caténoide en deux régions : sur 
_ l’une les géodésiques sont réelles, sur l’autre elles sont imaginaires 
… (imaginaires eue en un point réel); se borner au cas des géo- 
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du parallèle en jeu du caténoide est une > hélice | 


les asymptotiques et le réseau de Voss sont tous deux réels : I’hélicoide ; re 


déformées hélicoidales réelles, applicables sur la développée du caté- 


ASE réelles te à ape 
l'une des deux régions et les déformées réelles sp 
région, déformées qui sont des hélicoides pour lesqt sls” 


+ 


rebroussement. +R NRA ER CREER 
D'autre part les asymptotiques jouent aussi un grand isle ici, ssurtout Tae 
sil’on seborne aux surfaces adjointes (point de vue de M. Eisenhart) : 
si les asymptotiques sont imaginaires, M. Eisenhart écarte les surfaces re 2 
correspondantes, mème réelles, du moins dans son premier mémoire; È 
mais alors le réseau conjugué est réel et Voss accepte la surface (). | 
Si au contraire le réseau de Voss est imaginaire, les asymptotiques — y 
sont réelles, Voss rejette la surface et M. Eisenhart la conserve (du 
moins dansson premier mémoire tandis qu'il la rejette dans le second). 
Il n’y a qu'un cas où la surface ne se trouve pas rejetée : c’est celui où — 


minimum a été partagé en deux régions dont l’une satisfait aux deux 
dernières conditions. L’hélicoide minimum imaginaire donne des 


noide, et ces surfaces ont un réseau de Voss réel, tandis que les asymp- 
totiques sont imaginaires. 

Il n’y a donc pas lieu de s’arréter à des distinctions de cette nature, 
mais à préciser le caractère de réalité des géodésiques, ou des asymp- 
totiques et éventuellement la séparation en régions d’une surface de 
Voss. Le scrupule qui a arrêté les géomètres est que les équations aux 
dérivées partielles rencontrées ici telles que w,, —=sinw cosw sont du 
type hyperbolique si vw, » sont réelles, du type elliptique si u,e sont 
imaginaires conjuguées et que les conditions d’existence des intégrales 
ou les propriétés des surfaces changent suivant le cas. Mais en réalité, 
les géomètres ne supposent-ils pas implicitement (du moins jusqu'ici) 
toutes les conditions d’analyticité voulues de sorte que les variables 
employées puissent indifféremment balayer le champ réel et le champ 
complexe ? 

Supposons S, etS, associées et réelles; |’ Pei n’est réelle que si 
le nombre | m| déterminé par S, et S, est inférieur à 2; elle est imagi- : 
a ES a ee ee oe a eee 


(*) Et alors M. Eisenhart, dans un second Mémoire, accepte la surface, 


cas de m= ae 2 est apte On voit aussitot 

tS. , réelles s se recouvrent, dans leur applicabilité, 
idue & réelle qui ne peut ètre nulle (qui est la totalité ou 
ndeS,, la totalité ou une fraction de S,) et que la variation | 
fe Ties par la relation 


> 


+ mhk + ke=1 


aw “a Si au contraire dey = 2, chaque surface réelle a une adjointe imagi- 
Ur: tre : mais al existe encore oo! Potosi: réelles de S, et S, données 
pepardé relation È 


Le mhk + se 1, 


a ep a Eure aoe le réseau de vers est réel. J'ai démontré ces 
résultats, pages 87-88 et 93-95 de mon mémoire (GaA), avant toute 
Be ouate de surface V. Mon mémoire (GaB) donne confirmation 
de ces prévisions par les résultats relatifs aux déformées réelles des 
deux hélicoides minimum. 

Je m’occupe ensuite de déterminer toutes les surfaces de Voss héli- 
coidales ou révolutives, ou simplement applicables sur une surface 
de révolution. On trouve ainsi des surfaces hélicoïdales dépendant 
_ (outre d’un paramètre de grandeur) de trois paramètres de forme, ces 
trois paramètres se réduisant à deux si la surface devient de révo- 
aAution = 5 
_ Il est bien clair que les deux aides minima sont 20! fois sur- 
_ faces de Voss; en effet l’hélicoïde minimum réel admet pour adjoëntes 
au sens de ce travail le caténoide et les déformées révolutives du caté- 


Fr ue 


— 
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rites > 
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méridiens et les asym to i 
: remarque pour | l'hélicoide min mum 


paramètres de forme (le paramètre de grandeur revient à ne 


_hélicoïdes trouvés comme surfaces de Voss nous trouvons d’ abord — 
_ faisais aux Acta en ne reconnaissant pas les hélicoides minima et leurs 


les deux hélicoides minima +! formes différentes du ds?, formes autres — 


développée du caténoide et ses déf 
d’adjointe donne un réseau de Voss, qu 
réseau acts ne Pel être soin ape 


oe Bok “tree et Te qui n'est an 1 so ae Yo 
déformées hélicoïdales de ces deux hélicoïdes dé pendent de deux 4 | 


l’hélicoide minimum par un hélicoïde homothétique ); done parmi les — 


ZEN = 
ceux qu'une réflexion a priori fait dériver des hélicoides minima, puis TS 
d’autres. Or mon mémoire (GB), rédigé postérieurement : à celutdés] “4 
Acta, mais imprimé avant, m'a permis de rectifier omission que je 


déformées comme cas particuliers des surfaces trouvées. Cette omis- . 
sion s’explique en partie si l’on songe que, de parti pris, chaque SUr- ASE 
face de Voss est rapportée à son réseau géodésique : on a donc ici pour 


que la forme révolutive. J'ai montré, au mémoire (GaB), que le paral- 
lélisme de Peterson permet de déduire de l’un quelconque des héli- 
coides minima et de ses déformées tous les hélicoïdes de Voss (répartis : 
donc en trois catégories). Mon mémoire (GaB) prouve aussi que si un LE 
ds? de révolution admet æ' représentations hélicoidales avec réseau 
conjugué permanent (autres que les auriaces révolutives) ces héli- 
coides sont surfaces de Voss. | 

Au point de vue de la réalité l’hélicoïide minimum réel H n’est 
recouvert par une déformée révolutive réelle R que sur une fraction H, ; 
R est limité ber un paralléle de rebroussement; la déformation (H,, R) 
fournit donc æ' surfaces de Voss hélicoidales, limitées par une hélice 
circulaire arête de rebroussement : chacune associée, à H,, donne un 
nombre m, tel que |m| <2 et le réseau géodésique est imaginaire sur 
H, et R et les déformées; mais alors la région complémentaire H, \ 
admet pour adjointe la nappe imaginaire de R, que j ‘appellerai R’, où 
deux coordonnées sont réelles et la troisième imaginaire pure : la 


; 
= 
3 
; 
à 
4 
i 
4 


fl Dis 
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déformation (H,, R') fournit &' déformées hélicoidales réelles, limitées 
encore par une hélice circulaire aréte de rebroussement; chacune 
associée à H, donne un nombre |m|> 2 et le réseau géodésique est 
réel. (Quand m varie de.o à + 0, la valeur m= 2 fournit simplement 
Uhelicoide minimum H.) On ferait une discussion analogue mais plus 
simple pour ’hélicoide minimum imaginaire et ses adjointes réelles, le 
nombre || est supérieur à 2 et le réseau conjugué est réel. 

Comme surface de Voss à ds? de révolution, sans être hélicoidale 
ni révolutive, on ne trouve (à une homothétie près) qu’une surface 
dépendant de trois paramètres de forme, admettant une auto-application 
continue où le réseau de Voss reste conjugué (de sorte que dans son 
ensemble cette surface coincide avec ses oo! associées). 

La méthode que j’ai suivie permet de retrouver simplement une 
propriété que Voss indique pour les surfaces minima ayant un système 
conjugué géodésique autre que le réseau de longueur nulle; mais Voss 
n'indique pas qu’une telle surface se réduit nécessairement à l’un des 
deux hélicoides minima; par parallélisme de Peterson, quand l’un de 
ces hélicoides est rapporté à l'un de ses w' systèmes conjugués de Voss, 
on en déduit un hélicoide à courbure totale positive pour lequel le réseau 
de Voss (unique cette fois) est tangent en chaque point aux diamètres 
conjugués égaux de l’indicatrice (ict elliptique). Jindique synthéti- 
quement le résultat : on peut obtenir un cas particulier des surfaces de 
Voss en écrivant soit | 

ds* =| f(u +) + 9(u— 9)» (dut+ de?) 

+ 2[f(u+ve) —o{(u—v)]|du dv, 
dX = f(u+ 9) (du + dv) +o(u—e) (du — de) pay ae) 
dY = f(u+¢) (du + dv) — 9(u—v) (du — de) J+9 


do= du? + dv? — 2 = £ du dy, 


1 


soit (en mettant pour plus de clarté l'indice 1) 


CO A a } ) - O,(u v) (du? + de?) 
+ 9[ f2?(w+¢) —97(u—)|dude, 


dX =~ f,(u+¢) (du+de)+ 9, (u—) (du —dy) ee AN US : 
= dY =— f,(u+ 9) (du+dv)+9,(u—P) (du — dv) ie a 
fi — 9 


do= du + dv*+ 2+ du dv. 
\ fi Fe Pa 
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Naturellement, dans chaque cas il faut choisir w de façon à avoir 


6) yy == SIN 6) COS 6) 


et cela fixe la valeur des fonctions f(u ++), g(u — v) ou f,(u +), 
o,(u— +); mais on voit aussitôt qu’à chaque solution de (1) ou (2) 
correspond une solution de l’autre, en prenant : 


(3) f=; 0.9 =1, 


de façon que l’angle w soit le même dans les deux cas. Or l’hélicoide 
minimum (réel ou imaginaire) nous fournit æ' réductions du type (2); 
le type (2) fournit évidemment des surfaces minima puisque ds° et do? 


sont proportionnels | d’ailleurs l'équation qui fournit les rayons de 
courbure principaux est dans chaque cas 


OX OY. RS ya oe aes an, 
du dv ie (35 + ae) Er Sn 2) === 0-12 


Nous savons aussi que les rayons de courbure des géodésiques u, 6, ou 


: OX OT OY 4a ‘ 
des sections normales tangentes sont —— = — ———-» et cecl 
du sin 20) Ov sin2e 


suffit à justifier l’énoncé donné plus haut. Or mon mémoire (GaB) 
donne les formes (2) relatives à l’hélicoide minimum réel [avec les 
formes analogues relatives à l’hélicoide minimum imaginaire on épuise 
les cas possibles du type (2)|; je ne ferai pas le calcul pour le second 
hélicoide qui ne donne que des surfaces imaginaires. On peut, au 
moyen d’une constante arbitraire À écrire 


1 + À? DEA DA 


Es — Ci — 1, Cieir la trés Ol, 


p(u+ e)—e,=ch*a, p(u+ 9) —e,= sha, 


p(u+v)—e;= ch?x — 2? 


(4) 2\/(p — e,) (p — ex) (p —e;) d(u +”) = acha shada, 
la. 6 
d(u+v)=- ssh ep evant te 
ch? a — 1? / 
TRES da. dé 4? dz 2 dp 
d — ee SST Se Fr + > 2 a SIO eres 
ch? a — }? À Vch?a — 2? Ae 


| da?= (p —e,) (du + d¢)?, df? = (e,— e,) (du — dv}, 


g 
3 
: 


al 


DA ee? ty 


Ry Te | 
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De la sorte, si l’on se rappelle que l’hélicoide minimum H donne 
æ =sha cos, y =shasinG, ga 


ds*= ch? «(da*+ d$?), a 
(9) : 
ds*= (p — e,)[(p — e,) (du + dv?) + 2(p + e,— 2€,)dude|, 


Pei. 2: 


do?= du? = dv? + du de, 


nous avons des expressions de la forme (2) avec 


(6) /\=p(ut+ v) —e,, O,=e,—e,. 


Nous aurons donc la surface annoncée par Voss en écrivant 


I 


(7) Sn nes ee 


ds=( : : =) | À Ei + dv?) 
Es CARE NE 


+8 
7 


(8) =| ee Wau de}. 
: Pes 63 — ey 


(p Se Gy = 267) 
p—e, 


AT Sie dv Et du ds. 


La surface ainsi obtenue (X, Y, Z) Nene se déduire de l’hélicoide H 
par parallélisme en écrivant 


2 I Ox Ox “Se vey 
(9) nea pe en E * | dy ES rete i bpm 


On constate que l’on trouve pour surface (8) une surface de révo- 
lution, car l’équation des asymptotiques, du*+ dé — 0, ne change 
pas si l’on remplace w et 6 par u — À et v +h, non plus que le ds? de 
la surface : la surface est donc hélicoidale (ou révolutive); l'équation 
des lignes de courbure du? — dv? = o ne changeant pas non plus et la 
courbure totale ne dépendant que de u ++, on voit que la surface 
est de révolution; sur l’hélicoïde H les lignes asymptotiques ont pour 
équation du? — dv? =o de sorte qu Se ont pour homologue sur la 
nouvelle surface les lignes de courbure (réseau conjugué); inverse- 
ment les asymptotiques de la nouvelle surface ont pour homologue 
sur l’ancienne un réseau conjugué. La surface (8) se trouve obtenue, 
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au milieu d’autres, dans mon mémoire (Ga A) (p. 100), et signalée 
aussi dans mon mémoire (GaB) [formule (17) du paragraphe 5, où l’on 
fait A = o]. 

J'ai ensuite étudié la déformation au sens de Gauss de la surface V 
en nouvelle surface de Voss; a V correspond par plans tangents paral- 
lèles la sphère unité 5, puis une surface à courbure totale cons- 
tante Z; sur &, le réseau (w, ¢) est devenu asymptotique, de sorte que, 
pour la réalité, il y aurait à prendre suivant le cas À de courbure totale 
égale à + 1 [réseau (u, ¢) imaginaire] ou — 1 [réseau (u, 6) réel]; pour 
ne pas compliquer les formules on peut toujours, au moyen d’une 
homothétie de rapport z éventuelle, se borner au cas où E a pour cour- 
bure — 1, de sorte que les éléments de 5 et Ë sont 


(10) (a) du? + dv? — 2 cos20 du dv, 
(11) * (2) du? + dv? + 2 cos20 du dv. 


La surface V est l'enveloppe du plan 
(12) ca + c'y + c'z =, 


où c, €, ce’ sont trois solutions de l'équation de Moutard 


d°0 


(M) Du ds — 2 c0820, 
telles que, de plus, 
(13) c+ cf + ct! 


Pour obtenir c, c’, c”, il faut done intégrer le système complètement 
intégrable 


076 8 4 06 0 | | 2 Oo OO 
——'——dog (sina) ) >— pale 
du? Ou du SEE sin2® Ou | 2 
i 0? 9 
(14) \ ade — 2 00820 =9, 
076 06 9 2 Oa 00 
CS Net * be Sr =e} o(sin: 4 se te 2 > | — 
de? | + Oe de has Nae sin26) Ov a= : 


système dont la résolution revient à une équation de Riccati. 
Déformer la surface V en une nouvelle surface V, revient à trouver 
une nouvelle représentation sphérique (c,, c!, c’) et une nouvelle 


. 
= 
7 


SURFACES DE VOSS-GUICHARD. 381 


surface Z, donnant les éléments 


Aces 
(ci) Que Bp = 260820 du dv, 
à 9 2 (a p? 
(2) 2 du? + a + 2 C0s26 du ds, 


où test une constante réelle si le réseau (uw, ©) est réel, ou imaginaire 
. 4 . . . . iS 
et de module égal à 1 si le réseau (wu, ) est imaginaire. Si l’on pose 


0? 6 00 0 at? Oo 06 
E, (6, t) = —|—? @(si > 
Res) Ou? | : Ou Ov poste) sin20 Ou a 
4 ARR a 
HOME) =F dv 4 COS26), 
20 9 06 9 j 2 do 09 
E, (0,4)= +5 —|— + = log = 
a (8, 8) Ov? | por de Ov RARE sin2o Ov Se b 


ci, C,, €, sont trois intégrales du système 


(16) EE) = 0; EF 0: EG, t ==, 
et 0, une intégrale du système 


(17) 7 E,(4,, ) = E, (9, ¢), E(G;) =, tBy(0;, ¢) = E, (8,-¢), 


où il est entendu qu’au second membre des équations (17) la fonction 4 
est celle qui figure dans l'équation (12) pour définir la surface ini- 


tiale V. Finalement la surface est remplacée par l’une de celles qui lui 


correspondent dans la transformation de Bonnet-Lie. 

Dans la derniére partie de mon mémoire je montre enfin comment 
des surfaces minima on peut déduire des surfaces de Voss voisines 
qui ne sont plus minima. 


5. Premier mémotre (E,) de M. Eisenhart. — Jai expliqué comment 
M. Eisenhart cherche un couple de surfaces applicables (S, S,) telles 
que les asymptotiques de chacune aient pour homologues sur l’autre un 
réseau conjugué. Je ne m'imposerai pas, pour l'exposé des consé- 
quences, à la restriction que les asymptotiques soient réelles (elles 
sont bien entendu simultanément réelles ou simultanément imagi- 
naires sur S et S,, puisque la courbure totale se conserve). 


- 2 


Le suppose SE rapportée | + un systèm 


tes complémentaire RS M DE Ti NL RU Oe Er ee ie 
3 Ne 


art 


le obtenu | ar 


+" wr 
at, ea nie 


Le coup 
AR 
as pose . ‘comment, ant de a 
de Voss, puis trouver les ur associée. 


_ j'appelle E, F, G, à, 4’, 2’ les coeffic 
… quadratiques: il suffi que S possède if 
Von puisse trouver un ense able de trois nouv cee 
à " solutions des trois AU Ga de Gauss: Codazzi et de 


i « 


wi Re + “ 


[Où NP ADN 33" + an A A Se ts peer 


Or ce problème se traite ‘uniquement par Tbatons eae les conditions 
de possibilité) et par des calculs algébriques (pour l'obtention de à,, 3, 
2’, st le nombre de solutions est 1 ou 2). Au cas où il existe plus de deux 
_adjointes (non réductibles l’une à l’autre par symétrie ou ES 
on sait que la surface est l’un des deux hélicoïdes minima ( fait que Von 
sait reconnattre : surface minima d'une part, surface réglée de l'autre). 
Nous écartons le cas des deux hélicoides en question : done on sait 
trouver algébriquement— en cas de possibilité — unique solution®,, 


2,2, (ou les deux systèmes de solutions). Mais alors le réseau de Voss 


ç 


os déterminé (intrinséquement) par l'équation A CL ect 
da —dadf6 dB? 

(2) 9" BY do | —0 
0; OF oh 


- et il est composé de géodésiques : soit À da + Bd8 =o l’un des fac- 
teurs de décomposition de (2). On détermine la valeur de À telle que 
la forme 


(GB). dt (Ada + Bag}, 


soit un carré parfait (mda + n dB)? et alors mda + n d$ est une diffé- 
rentielle totale exacte : c'est la fonction X qui donne l’arc des géodé- 
siques de la famille en jeu, de même que l’autre facteur A, dx + B, dB 
conduira à la différentielle analogue 72, da + n, dB qui donne Y. 
L'angle 2w des courbes du réseau conjugué Ode (2) est donc 
connu explicitement au moyen de « et 3. 
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; Kerivons maintenant, avec les notations employées jusqu'ici les 
formes fondamentales F,, F,, F, de S 


OX A tgs OX OY YA 
| Vi (%) du? + 2 Dp 6082 du ds +(5) dy*, 


/ « é 
(4) F, = sin2 (= du? + sd") 
; Ou Ov ; 


F,= du? + dv*— 2 cosa du dp. 


’ i ‘> ; ; 
Les formes d’une surface associée sont, avec une constante ? arbitraire 


i= F;, 
i IX. 1 OY à 
3 BL = sna) Fe du — 2 
(5) 2 NE HET de? |, 
a; et teat LS 
F,= € du? + re 2 cos20 du de. 


Celles de l’adjointe (= 1; si wu, sont des variables réelles, l’adjointe 
est imaginaire ; si uv, sont imaginaires, l’adjointe est réelle) sont 


®, =F), 
a : Ox oY 
( ee RE TO RE ER Ti 
(6) b,= sina0(i a du a ds ) 
®, = — du? — dv? — 2 cos20 du dv. 
Il en résulte les identités 
F; F, — ®, 
RU GENS eae) = du? + de’, 
a — 4 cos20 2 
: F,—®, F. : i=, F. 5 
a z se Ds = (du + dy)’, i Fa a = (du — dv}. 
2 2 COS 26) 2 2 COS 26) 


Or, nous avons, avec les variables x, 8 quelconques, su déterminer 
algébriquement (le cas de l’hélicoïide minimum exclu), les coefficients 
0,, 0,,6,, donc obtenir ®,, D, etcos20 : de simples quadratures donnent 

done les variables précises u, ¢, qui doivent fournir les expressions (4), 
(6), du moment que S est connue soit explicitement, soit simplement par 
ses formes fondamentales. Le réseau de Voss est anst obtenu par différen- 
tuations, éliminations et quadratures (‘). Cela fait, il suffit de déter- 


(‘) Ce résultat m'est personnel. M. Eisenhart ne s’est pas occupé du réseau 


conjugué géodésique. 
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miner c, c’, c’ cosinus directeurs de la normale à S pour obtenir par 
quadratures (formules de Lelieuvre) la surface & à courbure totale 
constante qui correspond par parallélisme 4S, de sorte que les asymp- 
totiques de © correspondent au réseau de Voss : en me bornant, comme 
je Vai fait, à & de courbure totale égale a —1 [réelle donc si u, ¢ sont 
réelles, tandis que si u, ¢ sont imaginaires conjuguées, c’est la sur- 
face (ZX) qui est réelle |, l'élément linéaire de E est — ®,; la surface 
adjointe S, n’est définie qu'intrinsèquement méme si S est connue expli- 
citement. M. Eisenhart semble indiquer dans son paragraphe d’intro- 
duction que, s’il existe une ou deux surfaces adjointes S,, elles peuvent 
être obtenues par quadratures (E,, p. 113); mais c’est un simple 
lapsus calami, car dans le texte, M. Eisenhart ne revient pas sur ce 
point; il faut entendre que S, est déterminée entrinsèquement, les 
formes fondamentales de S, s'obtenant par différentiations et calculs 
algébriques sans quadratures. La surface S, donne une surface X, 
obtenue aussi intrinsèquement, dont le ds? est — F, : & et X, sont 
transformées d’Hazzidakis l’une de l’autre. En même temps que S 
et S,, nous obtenons toutes les surfaces de Voss, S’ et les surfaces à 
courbure totale constante £’ définies par les formules (5) : deux sur- 
faces adjointes s’obtiennent pour t et zt; les surfaces Z sont celles qui 
correspondent à È par la transformation de Bonnet Lie. 11 sera bon 
aussi de signaler que la forme de Weingarten | da dec| est ici, pour 
la surface (4), 


(8) W =tcos2w . du? + 


dy*. 


AA 1 OX 
de 6t Ou 


Jaa de — cos 26) aX 
t ds 


J'avais cru pouvoir affirmer que la détermination des asymptotiques 
de S se raméme à des quadratures; en réalité, je n’ai pas apercu de 
facteur intégrant pour F,, (c’est-à-dire fournissant une nouvelle forme 
de courbure totale nulle ). 

On remarquera que l'équation de Laplace ponctuelle relative au 
système peouesique tete (u,6) aies comme solutions a, y, =, 
x’, y', 3, 2 + y? +3? — wv? — y? — 3!" [a, y, 5 étant le point cou- 

rant de S et a’, y’, s' celui de S’ ou S(t Nh puis encore X et Y comme on 
le voit en écrivant cette équation 
O74 00 00 
Oude du Ov 
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dx dy ds 
hanes du’ du’ dv 
. TX v . . 
puis par = oe 5,’ et ajoutant; cela donne aussitôt : 


remplaçant 0 para, y, 3 puis multipliant par et ajoutant, 


1 OK 
2 Ov 


| 
à 
& | 2 


et en remplaçant E, F dans la première de ces deux relations par (Sn) 


Ou 
OX OX / : 
Iu op? on a le résultat annoncé pour X; de même pour Y. [Cela 


prouve que l’équation de Laplace 


du du je=e, 


020 09 B 1 OB\ 09 À 9B OA 
du Ov Ou B du) Ov : 


vérifiée par les dérivées en wu des intégrales de la précédente admet 
une infinité de systèmes de quatre intégrales dont les carrés satisfont 


à la relation 


D ¢ 
il suffit de prendre ae = a et = 
demment aux surfaces G de Guichard]. 

Il n’y a que deux cas où la surface S, a une raison profonde de pou- 
voir être obtenue par quadratures : d'abord, celui de S surface 
minima; on sait, par quadratures, obtenir le réseau de longueur nulle; 
on peut placer S, de façon que, aux points correspondants dans 
l'applicabilité, S et S, aient leurs plans tangents parallèles; cette con- 
dition définit l’ortentation de S, et laisse arbitraire une translation : 
c'est ce qui explique que l’on puisse, dans ce cas, déterminer les 
coordonnées de la surface adjointe (et, par suite aussi, des associées) 
par quadratures. Le second cas est celui où S est hélicoidale ou révo- 
lutive ; il en est de même alors pour S,, et l’on place les axes parallè- 
lement. Mais pour une surface de Voss générale, cela ne se produit 
plus: il n’y a pas de raison spéciale d'orienter l'adjointe S, de S 
de telle facon plutôt que telle autre, de même que pour deux sur- 
faces à courbure totale constante transformées d’Hazzidakis, il n’y a 
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; cette propriété se rattache évi- 
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aucune raison de fixer une orientation spéciale, du moins en général. 

La surface S et la surface 3 sont associées au sens de Bianchi : corres- 
pondance par plans tangents paralléles et asymptotiques de chacune 
ayant pour homologue sur l’autre un réseau conjugué : les asympto- 
tiques de Xdonnent surS le réseau géodésique (u, v): réciproquement, 
une surface associée à une surface à courbure totale constante est 
une surface de Voss; l'équation de Laplace, tangentielle, relative au 
réseau (u, e) deS a ses invariants égaux; inversement, les asymptotiques 
de S ont pour transformées sur X un réseau conjugué à invariants tan- 
gentiels égaux. C’est ce dernier point de vue qui a servi de départ pour 
les recherches de M. Eisenhart qui suppose S rapportée à ses asymp- 
totiques et obtient ainsi Z par quadratures : nous avons reconnu plus 
haut que nous n’avions pas besoin des asymptotiques de S pour 
obtenir Z par quadratures. Quand on connaît une surface E à courbure 
totale constante, c’est un fait bien connu que l’on peut déterminer ses 
asymptotiques par quadratures : nous savons que la connaissance 
de X ne livre S que par l’intégration d’une équation de Laplace (four- 
nissant X et Y en fonction de w) Mais, quand sur une surface E, nous 
connaissons un réseau conjugué à invariants tangentiels égaux, nous 
obtenons par quadratures une surface de Voss et une seule S rapportée 
à ses asymptotiques, correspondant à par plans tangents parallèles, 
bien déterminée à une homothétie près : il suffit, par exemple, d’ap- 
pliquer les formules de Lelieuvre. 

Le réseau conjugué de S et Ÿ a manifestement pour équation 


Ox OY 


a du* — A dur Ox 
il correspond aux asymptotiques de l'adjointe S, ; donc sur »,, il a ses 
invariants tangentiels égaux, tandis que sur À, il a ses invariants ponc- 
tuels égaux, d’après les propriétés bien connues des trans formées d'Haz- 
sidakis (ou plus simplement encore, d'après les propriétés connues de 
deux surfaces associées au sens de Bianchi). 

Réciproquement, st nous connaissons sur une surface © à courbure 
totale constante un réseau conjugué à invariants ponctuels égaux, nous 
pouvons, par quadratures, trouver une surface de Voss, et une seule 
parallèle aX, au sens de Peterson, suivant ce réseau. 
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Mais rien dans ces résultats ne permet d'affirmer que si l’on connaît 
sur 2, soit un réseau conjugué à invariants ponctuels égaux, soit un 
réseau conjugué à invariants tangentiels égaux, on puisse obtenir la 
surface Z, transformée d’Hazzidakis de = par quadratures : Ë, n'est 
déterminée qu'intrinsèquement, de méme que S, tandis que S, est déter- 
minée par quadratures. 

Il y a ainsi sur les quatre surfaces S, 4, S,, X, trois réseaux inté- 
ressants : 


1° Le réseau conjugué géodésique des deux adjointes S, S, qui a ses 
invariants tangentiels égaux; il correspond aux asymptotiques de Y 
2 PTE 

2° Le réseau asymptotique de S qui donne sur Ë un réseau conjugué à 
invariants tangentiels égaux et sur À, et S, un réseau conjugué à tnva- 
riants ponctuels égaux, À, et S, étant parallèles suivant ce réseau; 

3° Le réseau asymptotique de S, qui donne des propriétés analogues 
(intervertir les surfaces avec ou sans indice dans l'énoncé qui précède). 


Imaginons maintenant que S soit deux fois surface de Voss (ou 
même oo! fois): chaque réseau de Voss de S donne une surface à cour- 
bure totale constante associée au sens de Bianchi: on obtient ainsi Ë 
et }, et ces deux surfaces sont parallèles entre elles suivant le réseau qui 
correspond aux asymptotiques de S$; or, ce réseau reste conjugué sur S, 
et S, adjointes de S; le parallélisme de Peterson fait correspondre aux 
deux surfaces S, et S, des surfaces applicables aussi; or, À, correspond 


à S, par parallélisme, donc », est applicable sur , par les points de méme 
(u,¢). 

Diverses réciproques sont à envisager : la condition nécessaire et 
suffisante pour obtenir une surface deux fois surface de Voss est que 
l’on puisse obtenir deux surfaces %, , à courbure totale constante paral- 
lèles au sens de Peterson, suivant un réseau à invariants tangentiels 
égaux, et alors la surface S est celle qui admet pour représentation sphé- 
rique de ses asymptotiques la représentation sphérique du réseau en jeu. 

On peut donner une autre forme à la condition qui précède : la 
condition nécessaire et suffisante pour obtenir une surface deux fois 


surface de Voss est que l’on puisse obtenir deux surfaces X,, X, à cour- 
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bure totale constante égale telles que, dans l’un de leurs modes d’applica- 
bilité, le réseau conjugué commun soit à invariants ponctuels égaux. On 
doit remarquer que, dans ce cas, S est déterminée implicitement et que 
l’on a par quadratures S,, S, simultanément (tandis que le cas pré- 
cédent S est seule connue par quadratures, S,, S, n'étant connues 
qu’implicitement). 

J'ai cherché à obtenir une surface de Voss qui soit deux fois (et 
deux seulement, puisque l’on aurait les hélicoides minima si la 
valeur deux était dépassée) surfaces de Voss : je n’ai obtenu que 
l'exemple banal des surfaces de Voss révolutives comme surfaces 
deux fois surfaces de Voss, puis l’un ou l’autre hélicoide minimum 
comme surface «' fois surfaces de Voss. (Nous avons vu plus haut 
qu’une surface minima admettant un réseau de Voss autre que celui 
des lignes minima est Il’hélicoide minimum réel ou imaginaire.) Si 
nous prenons l’hélicoïide minimum réel H, la surface © qui lui est 
parallèle au sens de Peterson, suivant le réseau des lignes de longueur 
nulle, est la sphere (les asymptotiques de H ont pour homologues les 
méridiens et les paralleles); la surface 5 qui est parallèle à H suivant 
un réseau de Voss différent, est une surface à courbure totale cons- 
tante de révolution; les surfaces adjointes à H sont les déformées 


révolutives du caténoide, et les surfaces ©, sont les transformées 
d'Hazzidakis des surfaces X. 

Si la surface S est de révolution, prenons le réseau R de Voss de 
cette surface : il se reproduit par révolution autour de l’axe de. S 
(chaque courbe étant remplacée par une autre), de sorte que par 
symétrie autour d’un méridien arbitraire de S, on n'obtient qu'un 
réseau unique R,, évidemment réseau de Voss; X est révolutive ou 
hélicoidale et Ÿ n’est autre que la symétrique de ¥ relativement à un 
plan méridien de S (méridien dont le choix, au fond, est indifférent, 


puisque cela ne peut qu'introduire une translation de > le long de 
l'axe de S). En établissant sur Y et une correspondance par plans 
tangents parallèles, le réseau conjugué commun à ¥ et ¥ est celui qui 
correspond aux asymptotiques de S, et il a ses invariants tangentiels 
égaux; quant aX, et X,, elles sont symétriques par rapport à un plan, 
et le théorème perd son intérêt pour elles. 
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M. Eisenhart cite le cas intéressant également où une surface à cour- 
bure totale X constante possède un réseau conjugué qui est simultanément 
à invartants ponctuels ou tangentiels égaux : la surface X, transformée 
d'Hazzidakis possède la même propriété; ce réseau R de X fournit deux 


surfaces de Voss S et S correspondant à & par plans tangents parallèles 
de façon que R devienne sur S le réseau asymptotique et sur S unréseau 


conjugué; les surfaces adjointes S, et S, se correspondent de méme 
entre elles (associées au sens de Bianchi) et se déduisent par le méme 
procédé de la surface &,. L'exemple donné plus haut, d’après Voss, de 
Vhélicoide H minimum réel et de la surface de révolution de Voss qui 
correspond à H par plans tangents parallèles est un exemple effectif 
de ce cas. 


6. Second Mémoire (E, ) de M. Eisenhart. — Rappelons la transforma- 
tion asymptotique imaginée par Bianchi-Backlund pour les surfaces a 
courbure totale constante; pour simplifier, supposons que la valeur 
constante de la courbure est — 1 : 

Étant données une surface pseudosphérique & de rayon 1 (autrement 
dit de courbure totale constante égale à — 1), puis une constante arbi- 
tratre a, ul existe w' congruences pseudosphériques ayant & pour pre- 
miére nappe focale et pour angle des plans focaux Vangle à ; la seconde 
nappe =! est une nouvelle surface pseudosphérique de même rayon que X; 
sur & et Ÿ les asymptotiques se correspondent. 

La surface & est caractérisée par son ds? 


(1) dX?= du? + dv?— 2cos2w du dv, 
où w vérifie l'équation déjà obtenue 


do 
(2) du Ov 


—- sin 6) COS). 


On obtient Y (au moins intrinsèquement) en intégrant le système 
complètement intégrable (dépendant de x) 


HU : 
| nals “) (1+ cosa) sin(o’-+ 0) =0, 


(3 Ou = Ou 
3) | 
| sina ( + Se) (1— cosa) sin(@’— 0) =o. 
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£' a pour ds? 
(4) d3'*= du? + dv? — 2 cos20' du dv. 


Je n’insiste pas sur la mise en place de X’ relativement à de façon 
à obtenir la congruence pseudosphérique annoncée. 

Or à © correspondent une infinité de surfaces de Voss,-V, toutes 
parallèles entre elles au sens de Peterson, leur réseau de Voss corres- 
pondant aux asymptotiques de 3; de même pour £' on a une infinité 


de surfaces V’ [integration des équations de Laplace déja mentionnées 


ou si l’on prétère de |’équation de Moutard (M) ou (M') 


0°0 
(M) Dude — 0 0082 
: ONG Pewee. ; 
(M’) ae ne cos au |. 


Un problème se pose : comment peut-on associer les surfaces N rela- 
tives à È aux surfaces N' relatives à Ÿ, ou si l’on préfère, comment tirer 
parti de l'intégration (M) pour intégrer l'équation (M’). Rappelons qu’en 
partant de È supposée connue, les cosinus directeurs de la normale à & 
[c(u, #), c'(u, 6), c’(u, e)] sont trois solutions particulières de (M) et 
que la détermination de V revient à trouver une quatrième intégrale 0 
de façon que cette surface V soit l’enveloppe du plan 


(4) cæ+c'y +c'z—0. 


Or la réponse est bien simple et figure déjà dans le traité de Darboux 
(Théorie des surfaces, t. 4, p. 49-54) publié dès 1896 ('): les deux 
équations de Moutard (M) et (M’) sont celles qui s’introduisent dans la 
théorie de la déformation infiniment petite de Z ou Y’, problèmes équi- 
valents : à chaque solution de (M) ou (M’) correspondent, par quadra- 
tures, oo' intégrales de l’autre; ces deux équations de Moutard sont 
trans formées l’une de l'autre et l'on sait comment Bianchi a développé 
cette théorie avec les théorèmes de permutabilité. Donc à chaque sur- 


(*) Le résultat est d’ailleurs dû à Guichard qui l’a obtenu en 1890 comme 
Darboux l'indique en note, page 54. Il est juste de signaler le rôle de Guichard 
comme précurseur, rôle souvent apprécié au-dessous de sa juste valeur. 
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face N correspondent, en position, «' surfaces V' et il s’agit de définir 
le lien géométrique dans le passage de V à V’. Nous allons le faire 
avec M. Hisenhart dont j’ai modifié l’ordre de présentation, profitant 


moi-même de l’ensemble des travaux faits de 1890 à 1914, de leur 


exposé synthétique réalisé depuis, en particulier dans la seconde édi- 
tion de la Géométrie différentielle de Bianchi. 

D'abord quelle est la solution transformatrice assurant le passage 
de (M) à (M’)? Nous remarquons qu’une fois w et w’ connues par (3), 
on peut calculer par une intégrale de différentielle. totale la fonc- 
tion w satisfaisant aux équations 

0 logw 1 + cosa Ologw __  1— cosa 


pe OT D Re ee ! CLIS ART Ve FES 
(5) des ae cos(@ + 0’), Fe 0 cos(o’— w). 


Cette fonction w satis fait à l’équation (M) et est la solution trans forma- 
trice qui change (M) en (M’). 

En effet, à chaque solution 0 de (M), nous pouvons faire corres- 
pondre une fonction 0’ par la re. de différentielle totale 


d Oo Ow 06 «Ow 
is a , ees 
(6) 54 (= * Ou ‘du 9, Ov Fe (wil) =F — do” 
et cette fonction 0’ satisfait à l'équation de Moutard 


PR ay 
(7) dudv  Oudv\w)’ 


d’après un résultat classique. Si l’on pose 


PA, 
8 f I+ cose 0 log w’ 1 — Cosa 
(8) gions Be ee Haye + a)'), 2 — —_—— _¢o0s(w/— 0), 
Ou sin & 0 Ov sin © | 


on constate aussitôt que 


ke I 1 02 Cia 
(9) du Ov \ w w! du ov ; 


et ceci prouve bien que (M’) est la transformée de (M) par la solution 


particulière w. 
Or, si l’on cherche l'enveloppe du plan 


(10) 7 cæ+cy +c':=w, 
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on trouve une surface de Voss, V,, définie à une homothétie près (car 
w nest déterminée qu’à un facteur de proportionnalité) que nous 
appellerons surface spéciale. Pour chaque fonction w solution de 


d'6) 
du Ov 


= sin 6) COS 6), 


on trouve (par une As de Riccati) æ° fonctions contigués w' et 
pour chaque couple w, ©’, on a une surface V, (et ses homothétiques 
relatives à l’origine), puis une surface V, (et ses homothétiques) 
définie comme enveloppe du plan 


! uu 
CE RCI} + 6,20", 


où c,, c,,c, sont cette fois les cosinus de la normale à £’ au point (u, 6): 
la droite qui réunit les points homologues de V, et V ‘passe constamment 
par l’origine; aux asymptotiques de V, correspond un système conjugué 
sur V, et inversement. 

Si maintenant nous remplacons, dans les formules (6), 6 par une 
intégrale quelconque de (M), autre que w, les formules (6) donnent 
une intégrale 0’ de (M) définie à un terme additif près de la forme uw” 
où vu. est une constante arbitraire; d’ailleurs les seconds membres 
de (6) restent les mêmes si l’on remplace 9 par 0 + Aw, où À est une 
constante. On constate que toutes les surfaces N de Voss correspondant 
aux solutions 0 + .w de (M), et les surfaces V' correspondant aux solu- 
tions 8’ + 1.40" de (M') ont leurs points homologues réunis par un rayon, 
indépendant de À et y., parallèle au rayon vecteur joignant le point 
de V, au point de V, et que ces rayons engendrent une congruence dont 
les développables correspondent au système conjugué géodésique. Si l'on 
remplace 9 par une autre intégrale de M, on obtient une congruence 
nouvelle dont les rayons sont respectivement parallèles aux rayons de la 
précédente. 

Remarquons que le passage de V a V’ exige de fixer le nombre a, 
puis l'intégration d’une équation de Riccati, puis une quadrature. 

Le théorème de permutabilité relatif aux équations de Moutard 
entraine immédiatement que si l’on considère une surface V, puis une 
transformée V' obtenue par la méthode précédente avec un angle @’, 
puis une transformée V" de V relative à un angle «£a, on nett 


à 
+ 


A on is à! 


à 
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trouver sans quadrature une surface V” transformée a la fois de V’ avec 
angle a” et de V” avec l'angle «'; la surface V’ dépend d’abord de a 
puis du choix de la fonction w' (équation de Riccati); de même pour V’ 
on a «” et w" : le passage de V’ à V” fait intervenir «” et une certaine 


fonction w”, le passage de V’ à V” fait intervenir «’ et la méme fonc- 
tion ©”; nous savons d’ailleurs que w, w/, w", w” sont solutions de 


0? 0) 
l'équation Su do = = sinw coS® et nous retrouvons pour w" le résultat 


de permutabilité établi par Bianchi. 
Si l’on appelle quadruple le système de surfaces (V, V’, V’, W”) que 
l’on peut représenter schématiquement par 


on peut s'arranger pour que les quatre surfaces soient spéciales et 
mêmé pour que V et V' soient deux surfaces spéciales en correspon- 
dance perspective et de même V” et V” deux surfaces spéciales en cor- 
respondance perspective (mais V et V’ ne sont pas en correspondance 
perspective, non plus que V’ et V”). 

Voici maintenant une propriété intéressante nouvelle de la corres- 
pondance entre V et V’ (V'dérivant de V au moyen de l’angle « et de 
la fonction w’); soient M, M’ deux points homologues sur V et V'; les 
tangentes en M et M’ aux courbes se coupent en un point F, les tan- 
gentes aux courbes u se coupent en F’; les points F et ¥ sont les points 
focaux de la congruence rectiligne F¥", tandis que les plans focaux sont 
les bissecteurs de [ angle dièdre des deux plans tangents MEF" et M’FF à V’ 
et V’; il en résulte que la congruence FY" est une congruence de normales. 

Si l’on considère deux surfaces X, x! de courbure totale constante — 1, 
dérivant l’une de l’autre par la trans formation de Backlund (fonctions w, 
w! et angle à), il existe une famille de surfaces parallèles S dont chacune 
a ses normales parallèles aux rayons joignant le point P de X au point 
homologue P' de X'; les lignes de courbure de À correspondent aux 


Ann. Ee, Norm., (3), XLVIU. — Ocrosre 1931. 5o 
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asymptotiques de X et X!; de plus les plans menés par chaque normale 
de S parallèlement aux plans tangents à E et L'en P et P' enveloppent 
deux surfaces de Voss V, V' qui sont dans la correspondance étudiée ict 
(relative à w, w! et x) : c’est la réciproque du théorème qui précède. 

J'ai résumé le mémoire de M. Eisenhart; je renvoie au mémoire lui- 
même pour les démonstrations. C’est sans doute dommage que 
M. Eisenhart n’ait pas songé à rattacher à ce mémoire (E,) les pro- 
priétés du mémoire (E,). . 

Je cite par exemple une propriété suggérée par Bianchi (Géométrie 
différentielle, 2° édition, p. 775-778). J'ai introduit la notion de sur- 
face V associée à V (ou adjointe); la surface Z est une transformée de Z 
par l'opération de Bonnet-Lie, la transformée d’Hazzidakis s’il s’agit de 
deux surfaces de Voss adjointes, au lieu d’être simplement associées. 
Si donc on envisage un quadruple VV’ V" V’ déjà considéré, il est clair 
que l’on aura pour chaque associée V un quadruple VV/V”V" formé 
par les surfaces associées respectives et au fond cela tient à ce que 
pour les surfaces associées à V l'équation de Moutard (M) reste la 
même, ainsi que l’équation (M’) pour V'et ses associées. Bianchi cite 
la proposition uniquement pour les surfaces à courbure totale cons- 
tante et en se bornant à la transformation d’Hazzidakis (ce qui oblige 
à supposer & de courbure positive constante, restriction sur laquelle je 
me suis expliqué plus haut). 

On remarquera en particulier le cas où V, V’, V”, V’ sont des surfaces 
spéciales telles que V et V' soient en correspondance projective, ainsi 
que V’ et V”; dans ce cas il en est de mème pour V et V’ d’une part, 
entre V” et V” : les asymptotiques de V ont pour homologue un réseau 
conjugué sur V’ et V. 

De même l’opération de Guichard donne des chaines de familles 
simplement infinies de surfaces de Voss; la transformation indiquée 
ici transforme cette chaîne en une nouvelle chaine analogue. 

J'espère, par ce résumé de la théorie, avoir convaincu les géomètres 
qu'il reste encore bien des découvertes à faire dans cette théorie. 


7. Coefficients de Gauss. Errata du mémoire (Ga A). — Au moment 
de la correction des épreuves de ce travail, j’ai eu communication d’une 
Note de M. Lovett qui va paraître dans un numéro des Comptes rendus 
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du mois d’octobre 1931 et qui répond aux prévisions que je viens de 


formuler. 


Je crois utile de rappeler le sens précis des lettres D, D’, D’, Loe 
cients de Gauss, que j’ai employés dans le systéme d’équations fonda- 
mental 


(1) EE, — 2EF, + GE,=0, 

(aye GG, — 2GF,+ FG,=o0, 

(a, 
; H? We 2H? 2H? ô 


où l’on a posé H— EG — F?; dans l'équation (3), DD” ou DD’— D’? 
(puisque D’= o) s'exprime en fonction de E, F, G et de leurs déri- 
vées. Les coefficients D, D', D’ de cette équation, coefficients que j'ai 
employés aussi au mémoire (Ga A), sont définis par l'identité 


Ox Ox 4 


f 
(4) Ou FT 


to |= D du? + 2 D' du de + D’ de? 


et sont ceux que Gauss, fondateur de la théorie, employait. Mais 
depuis on a remarqué que cette forme quadratique n’a pas de signi- 
fication intrinséque tandis que la forme 


D du? + 2D! du dv + D' ds? | 
OD Nr Al" =— Sdcdx=Scdx 
H 
est manifestement intrinsèque ; aussi tous les géomètres (sauf les géo- 
mètres français) se sont ralliés à la nouvelle forme, mais au lieu de 
donner un nom spécial (tel que à, 0’, 0’, notations que j'emploie systé- 


D? = 1 à 
matiquement) à ;; a: 7? ont conserve le nom D, D’, D’ à des coeffi- 


FH 
cients définis par T ‘dentité 
(5) Ddu?+ 2D' du de + D' dv?=— Sdedz. 


Cette confusion de notations rend assez pénible la lecture simultanée 
de la Théorie des Surfaces de Darboux et d’un mémoire italien, alle- 
mand, américain, etc. : 

Je crois qu'il serait bon d’adopter définitivement les notations telles 
que je les emploie: 


D'au? + 2 D'du dv + DD’ de? = |— — 
du Ov 


d du? + 20! du de + 0' de? =—Sdedz. 


Ox Ox ,, | 
Bigot 
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D'ailleurs, j'avais prévenu le lecteur dès la seconde page du 
mémoire (Ga A). 

Je crois utile de signaler ici quelques erreurs de détail (/apsus 
calami ou erreurs de copie) que j’ai laissées au mémoire (GaA) (Acta 
muthematica, t. 51, 1927, p. 83-131). 

Page 92, paragraphe 5, j'ai établi les formules relatives aux géodé- 
siques 6 — const. : 


I D 1 LAINE us D a = ot R E 
R= EI TT He EB.’ D,—=—:D,, y EH” 
I e—ia I et I T, Te 5 H tang 2) 

R A6 7 T, < R R, Paige ates ae 


qui sont exactes. Mais pour les géodésiques u = const., il y a lieu 
d’écrire explicitement 


Kee DA Pia IDE RCE DEAD Less D? 
PIC YAS G Het R, GH’ R, GH’ 
pie ae renee PO iene Wipe ar ONE RE 
R > T’ T ) R’ R, Ri, F — ang 26). 


Puis, au lieu de deux formules fausses, écrire : 


Peer DU HDI ae 
HR ÉCHECS ce 
DDR ere 
TT -Jñ EG = — K cos o; 


d'où 
I I : ah eed 


RE TT — K, RER = tang 2 0). 


Page ror, la formule (10) concernant les asymptotiques est à rem- 
placer par 
EL du*+xndve=o. 


Page 106, l'équation des asymptotiques, en haut de la page, après 
les formules (20), doit étre écrite 


Fe" dp*+ ne’dvt=o. 


SUR 


CERTAINES CONGRUENCES NORMALES 


DANS 


LEURS RELATIONS AVEC LES SURFACES A COURBURE TOTALE CONSTANTE 
ET 


LEURS TRANSFORMATIONS 


Par M. P. VINCENSINI 


I. — Formules fondamentales. 


L'objet principal du présent mémoire, est l’étude de certaines con- 
gruences normales, dans leurs relations avec les surfaces à courbure 
totale constante et les transformations de ces dernières. 

Quelques-unes de ces relations ont déjà été présentées à l’Académie 
des Sciences sous forme de courtes notes ('), ou ont été signalées par 
L. Bianchi dans un mémoire des Annales de l’École Normale : Sur les 
systèmes cycliques dont les plans enveloppent une sphère, t. XIX, 1902, 
Bird 2 Ds 

Nous avons pensé qu'il convenait de les étudier d’une facon plus 
approfondie. 

La définition qui nous a semblé la plus commode pour l’objet que 
nous avions en vue est celle qui consiste à prendre pour surface de 
départ de la congruence le lieu des projections orthogonales d’un 
point fixe O de l’espace sur ses différents rayons, ces derniers étant 
définis par leurs cosinus directeurs relativement à un système d’axes 
fixes Oxys. 

L’équation définissant les foyers se présente alors sous une forme 
invariante très simple, dont on peut déduire presque sans calculs les 


(') Comptes fendus, t. 190, p. 190 et 12175 t: 191. p. 638. 
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équations aux dérivées partielles d’un grand nombre de congruences 
géométriquement intéressantes. 

Soient wu et les deux paramètres fixant un rayon quelconque d’une 
congruence rectiligne normale; X, Y, Z, fonctions de wu et de ¢, les 
cosinus directeurs du rayon. | 

Les trois fonctions X, Y, Z définissent la représentation sphérique 
de la congruence. L'élément linéaire de cette représentation sphérique, 
qui dans les applications ultérieures sera supposé donné, est 


ds = S dX?= E du? + 2F du dv +- Gdv?. 


La surface de départ de la congruence (lieu des projections de l'ori- 
gine sur ses différents rayons) a des équations de la forme 


| SLAM E), 
(1) a oe ( Weingartein). 
| : = A(M, Z) 


M est une fonction de wet ¢, et A le paramètre différentiel mixte du 
premier ordre relatif au ds? de la représentation sphérique. 

L'ensemble constitué par toutes les congruences rectilignes nor- 
males correspond au diflérentes fonctions M((u, +). 

La fonction M(u, 6) [définie à une constante additive près] repré- 
sente, comme on sait, la distance algébrique de l’origine O des coor- 
données, au plan tangent [normal au rayon u, +] à l’une quelconque 
des surfaces orthogonales aux rayons de la congruence correspondante. 

La distance du point O au rayon D(u, e) de la congruence définie. 
par M(u, ¢) est susceptible elle aussi d’une expression invariante 
digne d’intérét. 

Sil est la projection de O sur D, ona: 


Ol =S[A(M, X)}. 


En remplaçant les paramètres différentiels par leurs expressions, on 
obtient : 
(2) Ol —AM, OI1=/A,M; 


AM étant le paramètre différentiel du premier ordre de M relatif au 
ds* de la représentation sphérique. 
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Posant, conformément à l'habitude, 


aX Oe aXe ox OX Op 
3 eats As SE EN Eos A AE à PS AE ECS 
(3) À Ou du’ LES Ou Ov’ Oo Op. 


l'équation aux abscisses des foyers situés sur le rayon D(u, ¢), comptées 
à partir du point I correspondant, est 
(4) (EG — F*)p?+ [Eg— Ff +f) + Gelp + eg — ff—0. 


Calculons e, g, f= /’. 
En tenant compte des expressions (1) de x, y, 3, et de celles des 
dérivées des paramètres différentiels mixtes qui, en posant 


_ _GM,, — FM, BE EM,, — FM,, 
Mr EeT BG Fe’ 
: _. GM,, — FM, ase EM,, — FM, 
PG bee EC. 
RM {py | aM, aa say 
de 1 : \ PA ua) 
sont 
3 DAUM XY" 0X =. OX : OM... 
Ou eee ak Ou 
gA(M>X) OX. =, dX 1: OM, 
Ov Fb Ou ee Ov Ope 


avec les analogues en Y et Z, on trouve sans difficulté 


e=—ak+ GF, 
f=fSyE- oF = aF 4- 6G, 


Portons ces valeurs de e, f, /’, g dans l’équation (4). Celle-ci devient 
apres division par EG — F° 

P+ (a+ dye + (ad=By) =o, 
soit en observant que 


x +0—A,M, ad —By=—A,.M: 
(5) o?-+ A,Mo + A,.M=o. 
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L’équation des développables est, en tenant compte de ce que f= /' 
(6) (Ef'— Fe) du?+ (Eg — Ge) du dv + (Fg —Gf) dv?=0. 
Si la représentation sphérique est l’une de celles qu'on obtient en rap- 
portant la sphère à ses génératrices rectilignes, (6) s'écrit 
e du®— g dw*= 0, 
soit 
6 du®— y dv?=0; 
ou, en tenant compte des valeurs de 8, y, 
(7) M,, du? — M,, dr = 0. 
Si la sphère est rapportée à un système orthogonal quelconque, (6) est 


à remplacer par 


(8) 6 du? + (d — à) du de — y di — 0. 


II. — Équations aux dérivées partielles de certaines congruences 
rectilignes normales. 


L’équation (5) donne immédiatement, sous forme invariante, les 
équations aux dérivées partielles des congruences pour lesquelles il 
existe une relation déterminée entre les distances des foyers aux pro- 
jections d’un point fixe de l’espace sur les différents rayons. 

Si la relation est de la forme 


FT (pi + pa); Pi ex] =o, 
l'équation définissant les congruences est 


F(— A,M, A,M)=o. 


Congruences normales à enveloppée moyenne point (congruences 
d’ Appell). — Si le point par lequel passent les plans perpendiculaires 
aux segments focaux en leurs milieux est l'origine O des coordonnées, 
la condition pour qu’une congruence appartienne au type indiqué, qui 
est p, + p2 — 0, s'écrit 


(9) A.M =o. 
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C'est là l'équation, d’ailleurs bien connue, des congruences d’Appell. 


La distance du point central I d’un rayon quelconque, aux deux 
foyers, est 


Congruences normales à enveloppée moyenne sphérique. — Pour ces 
congruences 


: K 
PÉTER [|5 étant le rayon de la sphère | 


leur équation est 
(10) A.M+K=o. 


Congruences normales à surface moyenne plane. — Sia, 8, y sont les 
cosinus directeurs de la normale au plan moyen, et si d désigne la dis- 
tance du plan à l’origine, l’équation de ces congruences est 


A,MSaX —2SaA(M,X)+2d=0. 
Si le plan moyen est le plan 2Oy, ona 


(11) ZA,M — 2A(M, Z)=o. 


Congruences normales a surface moyenne sphérique. — Si J est le 
milieu du segment focal sur un rayon quelconque, |’équation de ces 
congruences est 


I + OJ =k? (K = rayon de la surface moyenne). 


En observant que = o , et en se rappelant (2), que OI =A,M, 
on obtient © 
(12) RAM AM —4K:. 


Congruences normales telles quela projection d'un point fixe O sur les 
différents rayons partage les segments focaux en rapport constant. — 
On obtient l'équation de ces congruences en écrivant que 


Pa 


— = const. 
Ps 
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Un calcul simple donne : 


A,M 
(13) —~— = const. 
AM 
Congruences pseudosphériques normales. — Elles sont définies par la 
relation ; 
0,— Pa = K. 


L’équation correspondante est 


——— 9 


(14) A.M —4A..M= K:?. 


Congruences normales telles que deux foyers associés sovent conjugués 
par rapport à une sphère fixe. — Soit K le rayon de la sphère (£), de 
centre O. On obtiendra l'équation des congruences indiquées, en 
exprimant que les sphères ayant pour diamètres les différents segments 
focaux sont orthogonales à (2). 

Si P et Q sont les points où le rayon D d’une congruence répondant 
à la question coupe (2), la condition s’exprime par la relation 


IP =A,.M, 


I étant, comme on l’a dit plus haut, la projection de O sur D. 
La relation peut s’écrire : 


KR Oli ARMs 
soit, en tenant compte de ce queOP?—A,M: 
(13). A.M -+A,M=K?. 


Si l’on change K en zK, on obtient les congruences normales telles 
que les sphères décrites sur les différents segments focaux comme 
diamétres, coupent (2) suivant un grand cercle. 

L’équation correspondante est 


A.M + A, M = K=. 


Congruences normales telles que les segments focaux soient vus d’un 


4 FANS 
k Ÿ 
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point fixe O sous un angle droit. — Leur équation : 
(16) A,.M +A,M—o, 


s'obtient en faisant K = O dans (15). 

La plupart des types de congruences dont il vient d’étre question, 
sont liés à des questions intéressantes de géométrie. 

Nous avons montré (') comment la connaissance des congruences (9) 
entraîne celle de toutes les congruences normales admettant une 
enveloppée moyenne donnée quelconque, quand on en connaît une. 

Les congruences (10) interviennent, comme l’a établi, G. Dar- 
boux (?}, dans la recherche des surfaces applicables sur le paraboloide 
de révolution. 

(11) et (14) sont respectivement liées aux surfaces minima(*), et 
aux surfaces pseudosphériques. 

Dans ce qui suit, nous nous occuperons plus particulièrement des 
congruences (9), (15), (16). 

Les congruences (9) sont liées aux surfaces minima; les deux 
autres sont en relation intime avec les surfaces à courbure totale 
constante. 


III. — Congruences d'Appell et surfaces minima. 


Prenons comme représentation sphérique d’une congruence 


d’Appell : 
RON EE I U—# ‘ uy —1 
ee ? RE RTS = ; 
up +i up HI up +1 
192 4du dv 
AS =: 
(uy +1)? 


Calculons les coordonnées x, y, z, d’un point quelconque de la sur- 
a a a a 


(:) Bulletin des sciences mathématiques, février 1929. 

(2) G. Darsoux, Théorie des surfaces, t. IV, p. 329. | 

(®) G. Darsoux, Théorie des surfaces, t. IV, p. 91. — Voir aussi notre 
mémoire des Annales de la Faculté des sciences de Toulouse, 1927, § 22. 
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face de départ, qui est ici la surface moyenne, en utilisant les équa- 
tions (1) du paragraphe I. On trouve sans difficulté : 


Es SOND ting ,, OM 
w= A(M, X) == 241 = ut) (a ae 


: 


A À OM OM 
y=Sa(M, Y= o0+u) 5. = a S 


~ OM OM 
3 =A(M, Z) = a ate, Apr 
En tenant compte de ce que M est une solution quelconque de l’équa- 


tion 
A,M=o, 
qui s’écrit ici 
OM 
du d6 — 


et en prenant M sous la forme 


M = f su) du + { %) dy, 


on voit que la surface moyenne de la congruence d’Appell la plus 
générale est définie par les équations 


| D = (1 — u2) F(u) + tte ve?) De), 


— 
“JI 
— 

1 


D 


| ys -(1+u) Fu) — L(y + 9?) D(r), 


s=uF(u)+vO0(r), 


dans lesquelles & et © sont des fonctions arbitrairement de w et de ¢ 
respectivement. 

Pour avoir des surfaces réelles on doit prendre uete, & et D, ima- 
ginaires conjuguées. 

Si 7, est l'imaginaire conjuguée de +, la représentation sphérique est 
définie par les équations 


(18) X = — 


— CNT 
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et l’on a les congruences réelles d’Appell, par les formules 
(19) | PRIE) F(c), 


le symbole & signifiant, comme à l'ordinaire, qu’on ne prend que les 
parties réelles des fonctions devant lesquelles il est placé. 
Les formules (19) sont à rapprocher des suivantes : 


= fie) #(5)d, 
(20) nae f (+85) F(2) de, 
Coat far(s) de; 


qui définissent les surfaces minima réelles. 
Les congruences d’ Appell et les surfaces minima, réelles, s'assemblent 
donc par couples définis par les formules (19), (20). 
Avec les variables u et » du début, on peut écrire les formules sui- 
vantes, définissant une surface minima et une congruence d’Appell 
associées : 


D — GeV 

(19°) HAUT aN se 
HUE Vee ae 
ie | SANE 
[es ’ 

(20°) ME CV, 
6 = be =e nies 


les U et V étant des fonctions respectives de w et de v, et leurs dérivées 
U’, V' vérifiant les relations 


UP 202s U?—=o. V24+V24 V2=0. 


On obtient la congruence d’Appell la plus générale, en menant par 
chaque point de la surface (19') la parallèle à la normale au point cor- 
respondant de la surface minima (20'). 

Les équations (19°) montrent que les surfaces moyennes des con- 
gruences d’Appell sont des surfaces de translation (à réseau imagi- 
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naire), et conduisent à la construction géométrique suivante de ces 
congruences : 

Sur le cône isotrope de sommet O, traçons deux courbes quelconques(u) 
et (v) engendrées par les points u et 6. Soit I le milieu du segment (ue). 
Quand u et v varient \ décrit la surface moyenne d'une congruence d’ Ap- 
pell relative au point O. La congruence elle-méme s'obtient en menant par 
chaque point | la perpendiculaire au plan Ouvcorrespondant. 

Les congruences réelles s’obtiennent avec (uw) et (¢),u et s, imagi- 
naires conjugués. | 

La construction précédente appelle les remarques suivantes. Rem- 
placons les deux courbes (4) et (v) par leurs homothétiques dans les 
homothéties de centre O et de rapports e’ et e~. (w) et (+) restent sur 
le cône isotrope, etle milieu du segment (wv) tourne, dans le plan Ows, 
de l'angle & autour de O. D'où ce premier résultat établi autrement 
dans un autre travail (!) : 

Étant donnée une congruence d’ Appell relative au point O, si l’on fait 
tourner chacun de ses rayons d'un angle constant « autour de sa paral- 
lèle issue de O, on la trans forme en une autre congruence d Appell. 

Nous dirons associées toutes les congruences qu’on obtient en faisant 
varier &. 

Aux points I correspondants des surfaces moyennes de deux con- 
gruences d’Appell associées, les courbes de translation ont leurs tan- 
gentes parallèles ; les plans tangents sont donc parallèles. 

Le choix des deux rapports d’homothétie montre en outre que, sur 
les deux surfaces moyennes, deux éléments d’aire homologues sont 
équivalents [les courbures sont les mémes ]. 

On peut donc énoncer les propriétés suivantes des surfaces moyennes 
(associées) des congruences d’Appell déduites d’une congruence 
donnée par la variation arbitraire de « : 


Les points homologues sont distribués sur des circon f'érences de centre O. 
Les plans tangents en ces points sont parallèles. 
Les éléments d’aire homologues sont égaux. 


Ces propriétés sont à rapprocher de celles des familles de surfaces 
ET CE ER ee eee ee 


(!) Bulletin des Sciences mathématiques, février 1929. 
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minima assoctées. D'ailleurs, on passe de la surface moyenne de la 
congruence d’Appell (19) à toutes ses associées, en remplaçant (7) 
par #(T)e*; et la mème substitution donne, comme on sait, la famille 
des surfaces minima associées à la surface (20). 

Ayant égard à la remarque relative à l'égalité des aires, envisageons 
deux éléments d’aire homologues entourant deux points homologues 
A et A’ sur deux surfaces moyennes associées, et les pinceaux infini- 
ment déliés déterminés par leurs contours. | 

Désignons par A, A’, les deux rayons homologues (parallèles) pas- 
sant par A et A’. Les normales en A et A’ aux surfaces moyennes asso- 
ciées sont parallèles. Soit 0 l’angle que ces droites font avec A, A’. Les 
sections des deux pinceaux associés par les plans perpendiculaires 
en A et A’, ont même aire: 


ds — da cosb, 


da désignant l’aire des deux contours définissant les deux pinceaux. 
Les droites issues du centre d’une sphère de rayon 1 parallèles aux 
rayons des deux pinceaux ci-dessus, déterminent sur la sphère un con- 
tour infiniment petit limitant une certaine aire de. 
Soient F et F, les deux foyers situés sur A, F’ et F, les deux foyers 
situés sur A’ (F et F,, F’ et F, sont symétriques par rapport à A et A’ 
respectivement). On sait que l’on a('): 


da 


ATs RARE AP 
a AT 
De même 
de 5: 
TAF 
de ? 


Il en résulte : 
AF—A/F,  FF—F,F. 


On peut donc énoncer ce résultat: 


Quand on passe d’une congruence d’Appell à toutes ses associées, 
la distance des deux foyers situés sur un même rayon reste inva- 
riable. 

eee De jee 


$5 | RES LEA | 
(1) Voir E. Vessior, Lecons de géométrie supérieure, p. 156. 


if 
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Si l'on a égard aux surfaces d’ Appell associées (normales aux rayons 
des congruences d’Appell associées), on peut dire : 


En deux points homologues (plans tangents parallèles) de deux sur- 
faces d’ Appell associées, la différence desrayons de courbure est la méme. 


Les surfaces minima associées jouissent, comme on sait, de cette 
propriété : 

Quand on passe d’une surface minima (S$) à son associée (S,), en 
chaque point de (S,) les lignes de courbure font langle cons- 


tant : avec les lignes de courbure au point correspondant de (S). 


Un calcul trés simple, que nous omettons, conduit au résultat ana- 
logue suivant que nous nous bornons 4 énoncer : 


Si l’on considère deux surfaces d’ Appell associées (X) et (E,), les 
: ’ a * 
lignes de courbure de(£.) font V’angle constant = avec les lignes de cour- 
bure aux points correspondants de (x). 


Il y a lieu de signaler un autre trait commun aux surfaces minima 
et aux surfaces d’Appell associées, que nous nous bornons également 
a énoncer. 

On sait que dans une famille de surfaces minima associées, les 
points homologues sont distribués sur +? ellipses concentriques. Dans 
une famille de surfaces d’Appell associées, les surfaces correspon- 
dantes ne sont définies qu'au parallélisme près. Il est toutefois pos- 
sible, en choisissant convenablement les surfaces (È,) correspon- 
dantes, d’obtenir une suite w' de surfaces partageant avec les surfaces 
minima associées la propriété d'avoir leurs points homologues disposés 
sur © ellipses concentriques. 

Le centre commun est le point moyen, et quatre surfaces (Z,) quel- 
conques déterminent sur les +? ellipses associées des points en rap- 
port anharmonique constant. 


IV. — Congruences normales, restant normales après une transformation 
par polaires réciproques par rapport à une sphère. 


Envisageons lune quelconque des congruences normales (@’), 
qu une transformation par polaires réciproques par rapport à une 
sphère (2) de centre O laisse normales. 
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Soient D l’un quelconque de ses rayons, F et F’, P et P’ les foyers et 
les plans focaux correspondants. Désignons par (C’) la congruence 
transformée de (C) et par A la droite conjuguée de D. 

Soient, en outre, x et x’ les plans polaires de Fet F’; o et 9’ les poles 
de P et P’. 9 et 9’ sont les foyers de (€) situés sur A, x et 7’ les plans 
focaux correspondants. 

Pour que (C’) soit normale, il faut et il suffit que = et x’ soient rec- 
tangulaires; c’est-à-dire que le segment FF’ soit vu deO sous un angle 
droit. 

L’équation générale des congruences (€) estdonc l’équation (16) du 
paragraphe II : 

(16) AM +AM—o. 


Les congruences (C)jouissentde propriétés intéressantes. Montrons 
d'abord qu'elles sont cycliques (formées par les axes d’un système 
cyclique). 

Soit D’ l’homothétique de D dans l’homothétie de centre O et de rap- 
port se La congruence (D’) est normale, comme (€). L’inverse de D’, 


dans l’inversion de pole O et de puissance R? [R étant le rayon de(Z)|, 
est un cercle (5) passant par O et ayant pour axe la droite A conjuguée 
de D. 

L'ensemble des cercles (c) correspondant aux différents rayons D’ 
constitue un système cyclique [inverse de la congruence (D')]. La 
congruence (C’) des droites A, transformée de (C), est cyclique, etil 
en est de même de (C) conformément au résultat annoncé. 

Ainsi : 

Toute congruence (C) de l’espèce étudiée est cyclique, le système 
cyclique associé étant formé de cercles passant par le point fixe 0. 


Il est clair d’ailleurs que, réciproquement, toute congruence cyclique 
normale dont les cercles passent par un point fixe appartient au type 
indiqué. 

Ceci donne une nouvelle définition aux congruences (C) qui nous 
occupent, établissant un lien étroit entre les congruences (€) et les 


surfaces pseudosphériques. 
On sait que les congruences rectilignes cycliques et normales sont 
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celles qui admettent, pour image sphérique de leurs développables, 
l’image des lignes de courbure des surfaces pseudosphériques. 

A toute congruence (©), il est donc possible d'associer une surface 
pseudosphérique (définie à une homothétie près), admettant pour 
image sphérique de ses lignes de courbure l’image des développables 
de (€). . 

Une question se pose dès lors : 


Obtiendra-t-on ‘routes les surfaces pseudosphériques en envisageant 
toutes les congruences (C)? 


V. — Les congruences (C) et les surfaces pseudosphériques. 


Nous nous proposons, dans ce paragraphe, de répondre à la ques- 
tion posée à la fin du précédent, en établissant la proposition sui- 
vante : 


Etant donnée a priori une surface pseudosphérique, tl existe ©' con- 
gruences de l'espèce (C) du paragraphe précédent, admettant pour 
images sphériques de leurs développables les images des lignes de cour- 
bure de la surface envisagée. 


Soit (£) une surface pseudosphériqne de rayon 1, rapportée à ses 
lignes de courbure (u= const., 6 — const.). L'élément linéaire de la 
représentation sphérique de (2) a la forme | 


(21) ds*= sin°0 du? + cos®0 dv?, 


0 étant une solution de l'équation bien connue : 


026 0?0 à 
— — — — sinŸ cos/. 
du? Ov? 


(22) 


Donnons-nous le ds* de la représentation sphérique d’une con- 
gruence (€) sous la forme (21), et définissons (C), conformément 
au paragraphe IJ, par les équations 


æ=A(M,X), YA ee Oe s— A(M, Z), 
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M étant une solution de l’équation 
(16) A, M + A,M—o, 


les paramètres différentiels étant calculés par rapport à (21). 

Il s’agit de voir s’il est possible de déterminer la solution M de (16), 
de façon que les développables de la congruence (€) correspondante 
aient pour images sphériques les courbes u = const., 6 — const. 
[images sphériques des lignes de courbure de (Z) |. 

L’équation des développables de (C) est l'équation (8) du para- 
graphe I : 

(8) 6 du*+ (9 — a) du dv —:y de?, 
On devra donc avoir : 
BEN 0. 
Si l’on tient compte des expressions de 8 et de y, données au para- 


graphe I, on constate que les deux équations ci-dessus se réduisent à 
une seule : 


(23) M0. 


Pour que la détermination de (€) soit possible, il faut et il suffitque 
les équations (23) et(16) aient une (ou plusieurs) solutions communes, 
lorsqu'on yremplace@ par une solution quelconque de l'équation (22). 

La question est ainsi ramenée à la suivante : 

Le système 


A, M + A, M—o, 
(24) 


| M: —=0 


est-il compatible moyennant (22)? 

C’est ce que l’on peut vérifier analytiquement. On constaterait que 
la condition de compatibilité du système (24) est précisément(22), et 
l’on verrait en outre que si 0 satisfait à (22), les deux équations (24) 
ont en commun, non pas une mais une infinité de solutions M, dépen- 
dant d’une constante arbitraire, en plus bien entendu de celle qui 
rentre dans M de façon purement additive. 

A la méthode analytique, nous en préférerons une autre, géomé- 
trique, présentant l’avantage de donner une construction facile à se 
représenter, des «' congruences (€) attachées à une surface pseudo- 


sphérique quelconque. 
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La méthode que nous allons exposer, rattache la question à une 
autre que nous avons étudiée dans un mémoire antérieur ("), sur quel- 
ques points duquel nous avons besoin de revenir. 

Dans le mémoire cité, nous avons montré qu’à toute surface appli- 
cable sur une surface de révolution, on peut attacher oo' congruences 
rectilignes normales (N), formées de droites perpendiculaires aux 
plans tangents à la surface, restant normales lorsque la surface se 
déforme en entrainant ses différents plans tangents et les rayons cor- 
respondants de (N) supposés invariablement liés à ces plans tangents. 

Les seules surfaces auxquelles on puisse attacher des congruences 
de l’espèce (N) sont d’ailleurs les surfaces applicables sur les surfaces 
de révolution, et pour les surfaces à courbure totale constante le nombre 
des congruences (N) associées est «’. 

La construction des congruences (N) attachées à une surface déter- 
minée (È) est fort simple. 

Envisageons sur la surface le système formé par les courbes trans- 
formées des méridiens (v =const.) et leurs trajectoires orthogonales 
(u = const. ). 

L’élement linéaire a la forme 


do’? = du? + Gdv* (Gs Fae 


Sur la tangente à la transformée du méridien, passant par le point M 


de la surface, portons, à partir de M, une longueur MI = À VG 
(A =const.). Elevons en I la perpendiculaire au plan tangent en M 
à (2). L’ensemble des droites ainsi obtenues constitue l’une des con- 
gruences (N) attachées à (£), arbitrairement déformables avec (Z). 
Toutes les autres congruences (N) relatives à (2) s’obtiennent en fai- 
sant varier A. Enfin, les développables des différentes congruences 
obtenues se correspondent, et correspondent toutes aux lignes de 
courbure de(Z). 

Ces résultats étant rappelés, soit (Z) une surface pseudosphérique 
de courbure — 1. Supposons connues ses géodésiques. En associant 
aux géodésiques passant parun même point à l'infini leurs trajectoires 
Re PER RS IN TT ES 


| cé . Star ? N 1 h 
() Sur la déformation des systèmes cycliques (Annales de l'École Normale 
supérieure, 3° série, 1. XLVII, 1930, p. 381. 


> 
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orthogonales, on peut mettre l'élément linéaire de la surface sous la 
forme 
do? = du? + e°" de? 


La mise de l'élément linéaire sous cette forme (essentielle pour la 
suite) peut, notons-le dès à présent, être effectuée d'une infinité de 
façons. A chaque point à l'infini sur (Z) en correspond une. 

Sur la tangente à chaque géodésique (v = const.), portons à partir 


du point de contact M une longueur MI = e“ (ou e’), puis élevons en! 
la perpendiculaire au plan tangent en M. 

Nous obtenons ainsi une congruence normale (N) de l’espéce. pré- 
cédemment indiquée. 

Cela étant, menons par l’origine O des coordonnées le vecteur (0J) 
équipollent à (MI), et par J la parallèle au rayon correspondant N 
de (N). Nous obtenons ainsi une droite A. Quand M varie sur (2%), 
l’ensemble des droites A constitue une congruence (A). Je dis que (A) 
est une congruence appartenant à la classe (C) du paragraphe IV [nor- 
male et cyclique, les cercles associés passant par O], et que l’image 
sphérique de ses développables est celle des lignes de courbure de (2). 

Le fait que (A) est normale et que ses développables ont pour image 
sphérique l’image des lignes de courbure de (£), résulte immédiate- 
ment de ce que c’est la dfférence géométrique (' ) des deux congruences 
normales suivantes : congruence (N) et congruence des normales 
à (Z), sur lesquelles, comme nous l’avons rappelé plus haut, les 
développables se correspondent. 

Pour montrer que (A) appartient à la classe (C), il suffit de montrer 
que sa polaire réciproque par rapport à la sphère de centre O et de 
rayon 1 est elle-même normale. 

Cette vérification se fait sans difficulté. 

Désignons par 4 la droite conjuguée de A. Soit K la projection de O 
sur 2. OK a pour longueur 


oe 
(1) Voir par exemple : Les congruences de normales dans leurs relations 
avec les congruences à enveloppée moyenne donnée (Bulletin des Sciences 


mathématiques, février 1929). 


414 P. VINCENSINI. 


Les cosinus directeurs de à sont visiblement ceux de la tangente en M 
à la courbe [u — const. | de (£); nous les désignerons par X:, Ya, Z2; 
X,, Y,, Z, étant les cosinus directeurs de la tangente à la géodésique 
[e= const. ], et X;, Y;, 2; ceux de la normale en M. 

Les cosinus directeurs de OK sont X,, Y,, Z,, et l’on a pour les 


coordonnées du point K : A 
c X, uy 
— Cite Xe 
¥ 
i= 0) em of ua) Os 
Z 
be 1 ie 4 
C= Os = € Zn. 


La condition pour que la congruence (à) soit normale est comme on 
sait : 


1 dË OX, | (dE OX, 
Sz. Oe Wov du 


Développons cette condition. Elle s’écrit après division par e": 
ae Withee OX NV OX, ty OA, OX, 
(9) Se) = Se 


Si D, D’, D’ sont les coefficients de la deuxième forme de (X) : 


— S$ dX, dx = D du? + 2D’ du de + D’ de’, 


et si l’on prend l'élément linéaire sous la forme orthogonale 


do*= E du* + G ds?, 


on sait que l’on a le groupe de formules 


Ox vg Suge ae SA ba WE 
Sot = — EX + =X, pees Saba (NE 
VG f VE ou \G Os VG 
DNS Dies y/ 
ae rite aa aes rae 
(26) | 8 . VE VG à 
REP Lines FX APS ee D” 
f VE du VE Os VE Ou /G 
aX 1D’ : 
7 SEP een 
os VE VG 


avec les analogues en Y et Z. 
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Dans le cas actuel, 


ax L & 
LE Saye Os Signy 
du du 7 
Vx ‘ 
CR TE DAXs, CS ARR EUX Deux. 
Ov Ov ‘ 


En tenant compte de ces relations dans (25), celle-ci devient, apres 


un calcul facile, 
DD'— Dea 
Ss 
On reconnait au premier membre l’expression de la courbure totale 
de (2). Celle-ci étant égale à —1, la condition (25) est satisfaite et (2) 
est une congruence de normales. 
La polaire réciproque (A) de (2) est bien une congruence de l’es- 
pèce (©). Ainsi : 


A toute surface pseudosphérique (X), correspond, pour une mise de 
l’élément linéaire sous la forme 


do?= du? + ede, 


une congruence (C) admettant pour image sphérique de ses développables 
l’image des lignes de courbure de (È). 


En envisageant les æ' points à l'infini sur (£), on voit qu’à une sur- 
face déterminée (Z), on peut faire correspondre une infinité (dépen- 
dant d’une constante arbitraire) de congruences(C), comme on l'avait 
annoncé au début de ce paragraphe. 

Il est donc établi que les équations (24) ont une infinité de solu- 
tions communes si 9 est solution de (22). 

A cette conséquence analytique de ce qui précède, il convient d’en 
ajouter d’autres, d'ordre purement géométrique. 


1° Le problème de la détermination des surfaces pseudosphériques 
est au fond identique à celui de la détermination des congruences (€). 
2° Si, commé on l’a supposé, on connait les géodésiques sur (£), la 
congruence (A) est connue. Il en est de même de sa réciproque (3) 
laquelle appartient aussi à la classe (©). La représentation sphérique 
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de (8) se déduit de celle de (A). L'image sphérique des développables 
de (3) étant connue, on en déduit une autre surface pseudosphé- 
rique (=, ) définie à une homothétie et une translation près par la con- 
naissance de la représentation sphérique de ses lignes de courbure. 

(£) et (£,) se correspondent évidemment par orthogonalité des élé- 
ments superficiels homologues. Les lignes de courbure de (2) et de(£,) 
correspondant respectivement aux développables de (A) et de (5), et 
ces dernières se correspondant (propriété de la transformation par 
polaires réciproques), on voit que la correspondance entre(£)et(£,) 
conserve les lignes de courbure. 

(Z) et (2,) sont deux transformées de Ribaucour-Bianchi. Il serait 
aisé de mettre en évidence la correspondance des asymptotiques. 

3° A chaque point à l'infini sur (2) correspond une mise de l'élé- 
ment linéaire de (Z) sous la forme do? = du?+ e?“dv*. On peut par 
suite associer a(2) une infinité (dépendant d’une constante arbitraire) 
de congruences (A). A chacune de ces congruences correspond une 
congruence (2), et par suite une surface pseudosphérique. 


On voit donc comment, par le nouveau procédé qui vient d’être 
exposé, on peut obtenir les æ' surfaces pseudosphériques que la 
transformation de Ribaucour-Bianchi associe à (2). 

Chaque transformée peut, bien entendu, être traitée comme (2), ce 
qui permet d'obtenir des surfaces pseudosphériques dépendant 
d'autant de constantes que l’on veut. 

A ces conséquences relatives aux surfaces pseudosphériques, il 
n’est pas sans intérêt d'ajouter la suivante, concernant plus spéciale- 
ment la théorie des systèmes cycliques, que nous nous bornons à 
énoncer. 


Etant donnée une congruence cyclique normale quelconque (©), il est 
possible, et cela d'une infinité de façons, en déplaçant ses rayons paralle- . 
lement à eux-mêmes, de la trans former en une autre congruence du méme 
type mais dont tous les cercles passent par un point fixe de l'espace, les 
développables se correspondant dans la congruence envisagée et dans 
toutes ses trans formées. 


La loi de passage de (C)à ses 20! transformées est facile à apercevoir 


ee À une sh amoiRaeie Nee 


( veloppables de (@)], (2) se détermine par quadratures QU 
Le “ate a si les ee ercnees normales ae arbitrairement 


def 


à 8 ge ee. au nein ai 0 LÉ ee eae (N) oe de la 
congruence des normales à PC pour avoir les æ' congruences trans- 
_ formées. 

Disons avant de terminer ce paragraphe que, dans son analy de la 
méthode de Weingarten pour rechercher les surfaces applicables sur 
une surface donnée (Théorie des Surfaces, t. IV, p.322), G. Darboux a 
signalé (dans le cas particulier des surfaces à courbure totale constante 
positive) le rôle curieux des surfaces telles que les sphères ayant pour 
_ diamètres les droites joignant deux centres de courbure associés quel- 
Ron passent par un point nxe 

Dans ce qui précède, ces surfaces s’introduisent tout naturellement 
auprès des surfaces pseudosphériques. 


Ces 


1 “a 


Yee VI. — Surfaces à courbure totale constante positive. 
DA PRE é L a . 3 


_ Dans le paragraphe précédent, nous avons identifié les deux pro- 
_blèmes de la recherche des surfaces pseudosphériques et des con- 
_gruences normales telles que les sphères ayant pour diamètres les 
différents segments focaux passent par un point fixe. 

Les congruences ci-dessus sont des cas particuliers des congruences 
normales telles que deux foyers associés quelconques soient conjugués 
par rapport à une sphère fixe. 

Nous nous proposons actuellement, de montrer que ces dernières 
_congruences sont, à leur tour, étroitement liées au problème de la 
recherche des surfaces à courbure totale constante (positive ou négative). 


(Hy Si-les développables de (€) ne sont pas en évidence, leur détermination 
comportera l'intégration d’une équation différentielle du Bs emier ordre. 


Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — NovEMBRE 1951. 53 


‘ésentation sphérique de (Z) étant connue [c’est celle des 
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Nous commencerons par le cas des surfaces à courbure totale cons- 
tante positive, pour lesquelles la premiére équation de l’applicabilité 
est comme on sait 
(27) A,.M=1— AM, 


la courbure étant supposée égale a 1. : 

Chaque solution (M) de l’équation (27) définit, de façon intrinsèque, 
une déformation de la sphère, après laquelle les coefficients D, D’, D" 
de la deuxième forme fondamentale — S dX; da (les notations sont les 
mêmes qu’au paragraphe précédent) ont les valeurs : 


M; M, 2 M: 


Vi=AM Vi-AM V1—A,M’ 


M,,, M,., M, étant les dérivées covariantes de M. 

Or l’équation des congruences à foyers conjugués par rapport à une 
sphère de rayon 1 est précisément (27) (voir § IT). 

Toute solution de(27)définit donc, simultanément, une congruence 
rectiligne du type envisagé et une surface applicable sur la sphère. 

Ainsi se trouve établie l’identité des deux problèmes énoncés au 
début de ce paragraphe. 

On peut, en suivant une méthode analogue à celle qui a été suivie 
dans le cas des surfaces pseudosphériques, établir un procédé géomé- 
trique de correspondance entre les surfaces à courbure totale cons- 
tante positive et les congruences normales à foyers associés conjugués 
par rapport à une sphère. 

Envisageons une surface (£) à courbure totale constante positive, 
que nous pouvons supposer égale à +1. 

Prenons, en supposant connues les géodésiques, l'élément linéaire 


sous la forme 
do? = du? + Gdr?= du? + sin? u dpe?. 


Portons sur la tangente à (2) en chacun, M, de ses points, le long 
de la géodésique ¢=const., une longueur MI = VG, et élevons au 
point I ainsi obtenu la perpendiculaire au plan tangent enM('). Nous 
SERS Stee Ard, fee ee EY at ee SS uno 


(*) On pourrait remplacer \/G= sinw par Asinu[ À — const. ], mais il faudrait 
alors substituer, à la sphère de rayon 1, la sphère de rayon À. 


ve") à bits de. pl Da) 
À à 7 


wee a ea ee dati he à : | 4 


SUR CERTAINES CONGRUENCES NORMALES. 419 
. > © 


obtenons ainsi l’une des congruences (N) arbitrairement déformables 
avec (2), dont il a été question au paragraphe précédent. 

Menons par l'origine O des coordonnées le vecteur (OJ) équipol- 
lent à (MI), et par J la parallèle A au rayon correspondant de (N) [ou 
ce qui revient au même à la normale en M (2) ]. 

L'ensemble des droites A correspondant aux différents points M 
de (2) constitue une congruence normale, dont les développables ont 
même image sphérique que les lignes de courbure de (2) (voir le 
paragraphe précédent). 

Montrons que cette congruence (A) a ses couples de foyers associés, 
conjugués par rapport à la sphere (S) de centre O et de rayon 1. Soit 
ds*= EK, du? + 2F, du de + G, de?, 
l’élémént linéaire de la représentation sphérique de (A)[ou de (2) | 

sur (S). 

Les cosinus directeurs des tangentes aux deux courbes ¢ = const., 
u = const., et de la normale en M à (X) étant toujours X,, Y,, Z,; Xo, 
Y., Z,; X:, Y:, Zs, les formules (26) du paragraphe précédent sub- 
sistent. 

Désignons par Æ, Yj, 3% les coordonnées de J; on a 


TX VOX, sin uw, 
Apes V Ge Y, Sin U, 
Di VG=—Z, sinu; 
et les cosinus directeurs de A sont X,, Y3, Z:. 


: L’équation aux abscisses (comptées à partir de J) des deux foyers F 
et F’ situés sur A, étant l'équation (4) du paragraphe I, on voit que 


f = f', la congruence étant normale. 
Calculons e, g, f : 


UE OR) ee | 
e— ie ine a i a sinu + A, COSU |, 
Xs 0B 5 IX 
aa i, ey, mts ad \y œ dr” 

(OX, dE. OX, OX, 


D du de AMEL) Qu oP 
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En tenant compte des formules (26) du paragraphe précédent et de 
la forme de l’élément linéaire de (2), on trouve 


e—=— D cosu, 
g=—D" cosu, 
f=-— D'cosu; 


d’ou 
— —;  (DD'—D")cosu _ Gcosu 
a E, G,— F? ~ E,G,— F? 


La courbure de (2) étant égale à 1, ona 
E,G,— F?=>G= sin, 
par suite 


—~ 


— 


X JF’= cos? u. 


A et B étant les points où A coupe la sphère (S), F et F’ seront con- 
jugués par rapport a(S) si 


2 = 


JA =JF x JF’= cos’ u. 


Ceci est facile à vérifier. 
Un point quelconque de A a pour coordonnées : 
& + ÀX;, 
Y+AY;, 
3 + AZ. 


Exprimons que le point appartient à (S), nous obtenons, pour déter- 
miner À, l’équation 

S(T+AX,) —=1. 
On tire de cette équation : 


MV JA‘ =1— ST°— cos? u. 
Ona bien 


JA IP SIP 
La congruence (A), précédemment construite, a bien ses couples de 
loyers associés conjugués par rapport à (S), comme on l'avait annoncé. 
Ainsi : 
A chaque mise de l'élément linéaire d'une sur face (2) de courbure + 1 


sous la forme 
do* = du? + sin°u dp?, 
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correspond, par la construction géométrique ci-dessus indiquée, une con- 
gruence normale (A) à foyers associés conjugués par rapport à une sphère 
Jixe de rayon 1 (de rayon quelconque, moyennant une homothétie). 


En faisant varier la surface de départ (2), on obtient une famille 
dépendant de deux fonctions arbitraires, de congruences (A) à foyers 
associés conjugués par rapport à une sphère fixe. 

Cette famille ne fournit cependant pas la totalité des congruences 
normales (A) à foyers associés conjugués par rapport à une sphère 
fixe. 

Si l’on observe que la distance de l’origine au rayon de (A), corres- 
pondant au point (u, ¢) de (X), est sinw, et que par suite cette dis- 
tance est plus petite que 1, on voit que le rayon envisagé coupe la 
sphère de rayon 1 en deux points réels. 

On peut done dire : ; 


Seules, les congruences normales à foyers associés conjugués par rap- 
port à une sphère fixe dont les rayons coupent effectivement la sphère, 
sont susceptibles d’être déduites des surfaces à courbure totale constante 
positive par le procédé ci-dessus exposé. 


L'image sphérique des développables d’une congruence (A) déduite 
d’une surface à courbure constante positive est la même, camme nous 
l'avons déjà fait observer, que celle des lignes de courbure de la 
surface. 

Il resterait à voir si la congruence normale à foyers associés con- 
jugués par rapport à une sphère, la plus générale, dont les rayons 
coupent effectivement la sphère, a pour image sphérique de ses déve- 
loppables l’image des lignes de courbure d’une surface à courbure 
totale constante positive. Nous verrons au paragraphe VIII qu'il en 
est bien ainsi ('), de sorte que : 


Les congruences actuelles admettent pour images sphériques de leurs 


(1) Cela revient à dire que la construction des congruences (A) indiquée dans 
le texte, donne toutes les congruences normales à foyers conjugués par rapport 
à une sphère dont les rayons coupent la sphère, à partir des surfaces à courbure 
totale constante positive. 
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développables les images des lignes de courbure des sur faces à courbure 
totale constante positive, de méme que celles du paragraphe précédent 
admettaient pour image sphérique de leurs développables les images des 
lignes de courbure des surfaces pseudosphériques. 


Il résulte de là que si l’on suppose connue une congruence (A) dont 
les rayons coupent la sphère par rapport à laquelle deux foyers associés 
sont conjugués, la détermination de ses développables entrainera la 
connaissance d’une surface à courbure totale constante positive, définie 
à une homothétie près. 


VII. — Sur les congruences normales à foyers associés conjugués 
par rapport à une sphère fixe, dont les rayons ne coupent pas la sphère. 


L'étude qui précède attache un intérêt particulier aux deux types 
suivants de congruences rectilignes : 

Les congruences normales dont les sphères décrites sur les diffé- 
rents segments focaux comme diamètres passent par un point fixe. 

Les congruences normales dont deux foyers associés quelconques 
sont conjugués par rapport à une sphère fixe, les différents rayons 
coupant la sphère en deux points réels. 

Les congruences du premier type ont pour images sphériques de 
leurs développables les images des lignes de courbure des surfaces 
pseudosphériques; celles du second ont pour images de leurs déve- 
loppables les images des lignes de courbure des surfaces à courbure 
totale constante positive. 

Seules les congruences normales à foyers associés conjugués, par 
rapport à une sphère fixe dont les rayons ne coupent pas la sphère, n’ont 
pas été rattachées au problème de la représentation sphérique des sur- 
faces à courbure totale constante. 

Si l’on observe que, relativement à ces dernières congruences, le 
premier type ci-dessus signalé se présente comme un cas particulier, 
on est conduit à se demander s’il ne serait pas possible, au moyen 
d'une construction géométrique analogue à celle déjà exposée deux 
fois dans ce qui précède, de déduire les congruences normales à 
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foyers conjugués par rapport à une sphère fixe dont les rayons ne 
coupent pas la sphère, des surfaces pseudosphériques. 

Effectivement la chose est possible. Il suffit de choisir convenable- 
ment les congruences (N) arbitrairement déformables avec une surface 
pseudosphérique, qui ont servi de point de départ aux constructions 
exposées dans les deux paragraphes précédents. 

Envisageons une surface pseudosphérique (£), dont nous pren- 
drons, pour simplifier, la courbure égale à —1. 

Considérons sur (2) une ligne géodésique quelconque g. Prenons 
pour lignes coordonnées + = const. les géodésiques orthogonales à g, 
et pour lignes u = const. les trajectoires orthogonales des précédentes 
(g ayant pour équation u — 0). 

Dans ces conditions l'élément linéaire de (2) est : 

do’? = du? + cosh*u ds°. 


Portons sur la tangente en un point M quelconque de (£) à la géodé- 
sique (vy = const.) une longueur MI = coshu, et élevons en I la per- 
pendiculaire N au plan tangent en M. Nous obtenons ainsi une 
congruence (N) arbitrairement déformable avec (2). 

Menons par l’origine O des coordonnées le vecteur (OJ) équipollent 
à (MI), et par J la parallèle Aa N. L'ensemble des droites A corres- 
pondant aux différents points M de (2%) constitue, comme nous le 
savons, une congruence normale (A) dont les développables corres- 
pondent aux lignes de courbure de (2). 

Il est facile d’établir que (A) a ses couples de foyers associés, con- 
jugués par rapport à la sphere de centre O et de rayon 1, et qu'aucun 
de ses rayons ne coupe la sphère. —__ 

Ce dernier point résulte de ce que OJ est un cosinus hyperbolique. 
Montrons que les foyers associés de (A) sont conjugués par rapport à 
la sphère de centre O et de rayon 1. 

Les coordonnées de J sont, en utilisant toutes les notations des 
deux paragraphes précédents : 


= coshu X,, 
Y— coshu Y,, 
% = coshu Z,. 


Si F et F’ sont les foyers situés sur le rayon A(u, +), la condition 
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pour que ces points soient conjugués par rapport à la sphère de 
a : TR 
centre O et de rayon 1 est, comme on s’en rend compte immédiate 


ment, 
(28) JF x JF’=1— cosh?u = — sinh?u. 


Évaluons JF x JF’ en utilisant la formule, qui nous a servi au para- 
graphe précédent . 

Tick TRE CU 

JE oJ FS 5G ie 
ds? = KE, du? + 2F, du de + G, dv? étant élément linéaire de la repré- 
sentation sphérique de (2), c’est-à-dire de (A). 


Ona ici 
eV Se [Xi sinhe + Fe cosha | 
ed Ç9X: 0Æ ee yy 1 OX; OX, 
Clan Waa Tan Ov op” 
COX, 0x dX, aX, 
$= Naa ae NE Er 


Soit, en tenant compte des formules (26) du paragraphe V, 


e—— Dsinhu, 
g—=— D’sinhu, 
f=-— D'sinhu. 
On en déduit 
Ce ee — J? _- ( DD" — D”) sinh*u 
JFxJ PDG ECS EC 


La courbure de (2) étant égale à —1, ona 


DD’ —\D"?=— cosh? u. 
En outre, et pour la méme raison, 


KE, G,— F? = cosh? u. 
On a donc 
JF x JF’=~— sinh°w. 


La condition (28) étant vérifiée, la congruence (A) a bien ses couples 
de foyers associés, conjugués par rapport a la sphere de centre O et de 
rayon 1, Comme on se proposait de le montrer. 


’ — 
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pe. ees + ‘En faisant varier x on obtient, par le procédé qui vient Mere 
| ae < | exposé, toutes les congruences (A) du type envisagé dans ce para- 
= i graphe. 
ss Nous établirons d’ AM ae directement, au paragraphe suivant, que 
FREE ë | toute congruence du type actuel a pour image sphérique de ses Te 
RE _loppables l’image des lignes de courbure d’une surface pseudo- 
sphérique, de sorte qu’une congruence (A) étant supposée connue, la 
_ détermination de ses développables entrainera la connaissance de 
aa K image sphérique des lignes de courbure d’une surface PSeupen be; 
aye rique, définie à une homothétie près. 
ae peut alors compléter les résultats des paragraphes précédents 
a et énoncer la proposition générale suivante : 


_ Laconnaissance des congruences normales à foyers associés conjugués 
; par rapport à une sphère fixe (S) entraine, une fois les développables 
= = déternunées, celle des surfaces a courbure totale constante. 
| LES _ Les congruences du type indiqué pour lesquelles les rayons CHERE) 
> en deux points réels donnent les surfaces à courbure positive. 
| _ Celles pour lesquelles les rayons coupent (S) en deux points imaginaires 
donnent les surfaces pseudosphériques. 


VIII. 
__-par rapport à une sphère fixe, envisagées comme congruences cycliques. 


Envisageons une congruence quelconque (I) à foyers associés con- 
jugués par rapport à une sphère fixe [la congruence n’est plus néces- 
sairement normale |. Il est facile de voir que (T°) est cyclique [formée 
par les axes des cercles d’un système cyclique]. 

Soient D un rayon quelconque de (T); F et F’ les foyers situés 

sur D; (S) la sphère relativement à laquelle F et F’ sont conjugués; 
Ila projection du ceutre O de (S) sur D; (€) le cercle d’axe D ortho- 
> gonal à (S) [cercle situé dans le plan perpendiculaire à D mené 
ae par O]. 
A chaque rayon D correspond un cercle (€). L'ensemble des 
cercles (C) constitue une congruence de cercles, réelle si les rayons 

de (I) ne coupent pas (S), imaginaire dans le cas contraire. 
_ Supposons que D se déplace de façon que F décrive l’arête de 

Ann, Ec. Norm., (3), XLVI. — Novembre 1931. » Of 


J 
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rebroussement (y) de l’une des développables de (T), et considé- 
rons les sphères ayant pour centres les différentes positions de F et 
passant par les cercles (©) correspondants. Ces sphères sont toutes 
orthogonales à (S). Le cercle caractéristique sur chaque sphère est 
visiblement le cercle (C). Le lieu de (€) est une certaine surface 
canal sur laquelle les différentes positions de (C) constituent un sys- 
tème de lignes de courbure. 

A chaque arête de rebroussement (y) située sur la nappe focale sur 
laquelle se déplace F correspond une surface canal. 

L'ensemble de ces surfaces canaux constitue une famille oo de sur- 
faces. 

Si l’on remplace F par F’, on obtient une nouvelle famille æ' de 
surfaces canaux, sur lesquelles les cercles (C) sont lignes de cour- 
bure. 

Envisageons deux quelconques des surfaces canaux ci-dessus, cor- 
respondant à deux arêtes de rebroussement (y), (y’) situées sur des 
nappes différentes. Il existe un rayon D de (1°) touchant (+) en F 
et (y’) en F'[F et F' étant les deux foyers portés par D]. 

Les sphères de centres F et F’ et passant par le cercle (C) relatif 
à D, tangentes aux deux surfaces canaux le long de (€), sont ortho- 
gonales. Il en est de même des surfaces canaux. 

Les deux familles de surfaces dont il vient d’être question se 
coupent orthogonalement suivant leurs lignes de courbure (€); ce 
sont, comme l’on sait, deux familles d'un système triple orthogonal, 


et leurs lignes de courbure communes [les cercles (C)] forment un. 


système cyclique, comme on se proposait de le montrer. 

Ainsi : 

Les congruences rectilignes à foyers associés conjugués par rapport 
à une sphère fixe de centre O sont cycliques. Les cercles du système 
cyclique associé sont dans des plans passant par O. Ils sont réels ou ima- 
gtnatres suivant que les rayons ne coupent pas ou coupent la sphère fixe. 


Supposons maintenant que la congruence (I’), au lieu d’être quel- 


conque, soit normale [ congruence cyclique normale (')]. 
a ee pe ne dur Ln nt Le 

(") Voir, pour ce cas particulier, le mémoire déjà cité de L. Bianchi. 
Annales de l'Ecole Normale supérieure, t. XIX, 1902, p. 325, 
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On sait alors que si le système cyclique associé est réel [si les 
rayons de (I°) ne coupent pas la sphère (S)], l’image sphérique des 
développables de (T°) est celle des lignes de courbure d’nne surface 
pseudo-sphérique; si le système est imaginaire [si les rayons de (T°) 
coupent (S)], l’image des développables est celle des lignes de cour- 
bure d’une surface à courbure totale constante positive. Ceci est le 
complément annoncé, aux rèsultats des deux paragraphes précé- 
dents. 

Revenant aux congruences (I’) quelconques à foyers associés conju- 
gués par rapport à une sphère, il est facile d'établir qu'elles cons- 
tituent les seules congruences rectilignes cycliques dont les plans des 
cercles passent par un point fixe. 

On sait en effet que si les plans des cercles d’un système cyclique 
passent par un point fixe O, les cercles sont orthogonaux à une sphère 
fixe (S) de centre O. On sait en outre [ propriété générale des con- 
gruences cycliques |, que si r est le rayon de l’un des cercles, si I est 
son centre, F et F’ les foyers situés sur le rayon correspondant, ona 


IF x TF’=— 72, 


Il résulte de là que F et F’ sont conjugués par rapport a(S). 
Dans le cas particulier où (T°) est normale, on a le résultat suivant : 


Les congruences rectilignes cycliques normales dont les plans des 
cercles passent par un point fixe, sont les congruences normales à foyers 
assoctés conjugués par rapport à une sphère fixe. 


IX. — La transformation d'Hazzidakis. 


Nous avons vu au paragraphe V comment la considération des 
congruences normales arbitrairement déformables avec les surfaces 
pseudosphériques conduit a la transformation étudiée par Ribaucour 
et Bianchi de ces dernières surfaces. 

Nous nous proposons de montrer que la transformation d’Hazzi- 
dakis des surfaces applicables sur la sphére peut, a son tour, étre 
rattachée a la considération des congruences normales arbitrairement 
déformables avec les surfaces à courbure totale constante positive, et 


— sn th Se 
er 
ne 
a be re 
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donner ainsi une origine commune aux résultats obtenus par Ribau- 
cour, Bianchi, Hazzidakis. 

Nous avons fait observer, au début du paragraphe VI, que toute solu- 
tion M de la première équation de l’applicabilité pour les surfaces de 
courbure +1 donnait, simultanément, une surface de courbure +1 et 
une congruence normale (A) à foyers associés conjugués par rapport 
à une sphère de rayon 1[les rayons de la congruence coupant effecti- 
vement la sphère |. 

Nous avons ensuite indiqué le moyen de construire géométrique- 
ment, en associant a une surface (Z) de courbure +1, l’une quel- 
conque des congruences normales (N) arbitrairement déformables 
avec elle, æ*, congruences (A), correspondant aux différentes mises 
possibles de l’élément linéaire sous la forme 


(29) ( do? = du? + sin°u de*. 


Chaque congruence (A) particuliére fournit une solution M de la 
première équation de l’applicabilité pour les surfaces de courbure + 1 
M représentant la distance de l’origine aux plans tangents aux surfaces 
orthogonales aux rayons de (A) ('). A cette solution de l’équation de 
l'applicabilité correspond une surface de courbure +1. Il se trouve 
que cette surface, distincte de (2), nest autre chose que la transformée 
d'Hazzidakis (X, ) de (X). 

Cette dernière étant unique, on voit dès à présent que la con- 
gruence (A) permettant de réaliser le passage de (2) à (X,) pourra 
être choisie arbitrairement parmi les +? congruences correspondant 
aux différentes mises possibles de l'élément linéaire de la surface (2) 
sous la forme (29). 

Soit (È) une surface quelconque de courbure +1, dont l'élément 
linéaire est supposé mis sous la forme (29). 

Désignons par D, D’, D” les coefficients de la deuxième forme fon- 
damentale de la surface. D, D’, D’ sont trois fonctions supposées con- 
nues de u et de +, vérifiant l'équation de Gauss et les deux équations 
de Codazzi. 
RRQ, EM D 

(*) La condition 4,M <1 est vérifiée pour les congruences (A) envisagées, 


car A,M est la distance de l’origine aux rayons de (A), lesquels coupent effecti- 
vement la sphère de centre O et de rayon 1. 


x ST 
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Les notations étant celles des paragraphes précédents, au système 
de courbes coordonnées considéré sur (2) pour la mise de son élément _ 
linéaire sous la forme (29) correspond, comme on l’a vu, une con- 
gruence (A) définie par les coordonnées des projections J de l’origine 
sur les différents rayons : 


| T——sinuX,,. 
(J) ({ Y=—sinuY,, 
| 5 —— sinu Z;, 


et par les cosinus directeurs X,, Y,, Z, de ces rayons. 
Le signe — aux seconds membres évite une symétrie ultérieure. 
La distance de l’origine aux plans tangents à l’une quelconque des 
surfaces orthogonales à (A), qui est ici la distance des différents 
points J aux points ot les rayons correspondants coupent cette méme 
surface, est comme l’on sait 


M(u, oy =C— f (Udu+Vae) const): 


avec 
De ye ex 
Ou Ov 


On trouve en tenant compte des formules (26) du paragraphe V 


U == Dsinu, Ve Sin: 
d’où 
(30) M= C+ fsinu(Ddu + D'de). 


la quantité sous le signe Î étant une différentielle totale exacte. 


La valeur (30) de M fournit une solution de la première équation 
de l’applicabilité pour les surfaces de courbure + x, à laquelle corres- 
pond une surface (2, ) définie intrinsèquement par les coefficients 0, 
à’, 2” de sa deuxième forme fondamentale, 


3 Ô M,, ‘= M, — M, 
3 EE 9 —— SS. 
Be Vi AM Vi AM Vi AM 


M,,. M, M, AM étant les dérivées covariantes et le paramètre 


différentiel du premier ordre de M, calculés relativement à l'élément 
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linéaire de la représentation sphérique de (A) ('), qui n’est autre 
chose, d’après la façon dont (A) est déduite de (£), que l’élément 
linéaire de la représentation sphérique de (£) [troisième forme 
fondamentale de (2) ]. 

Calculons cet élément linéaire. 


do®—S(dX,) =edu? + 2f du dv + gdv*. 


En utilisant les formules (26) du paragraphe V, on obtient sans peine 


D? 
e= D? +——> 
Sin” uw 

D” 

— D’? : 

CI + sinu? 
‘D’ 
| esse NOSE: Tap 
u 


et, par suite, 


/ 


! # D” 
(B20 ra dr?= (+ si du 2( DD'+ eee ) au do + (D®+ ja. 


sin? u sin? wu sin? 4 


(32) étant aussi l'élément linéaire de (2) on voit que la première 
forme fondamentale de (2, ) est identique à la troisième forme de (x). 
Les coefficients à, 6’, 6” de la deuxième forme de (£,) s’obtiennent 
simplement au moyen des formules (31). En tenant compte de la 
valeur (30) de M et des formules de Codazzi, et en observant que A,M 
a la même valeur qu’on le calcule par rapport à (29) ou à (32), on 
trouve 
=D, =D, -9"—pD" 


La deuxième forme fondamentale de (2, ) est identique à celle de (2). 
En tenant compte de l'équation de Gauss, 


DD’— D”?= sin? «a, 
Sr COO 


(*) Dans l'équation des congruences (A) à foyers conjugués par rapport à la 
sphère de rayon 1 [A,,M—1— A,M], les paramètres différentiels sont calculés 
par rapport à l'élément linéaire de la représentation sphérique de la congruence, 
qui n’est pas l'élément linéaire (29) de (3). 
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et de l'expression de la courbure moyenne de (2), 
UA 
——— (D ae un } 
Sin” lu 


(33) do” —— (du? + sin?u de?) — H(Ddu? + 2D' du de + D'dr?). 


on peut écrire (32) 


De là résulte que la troisième forme fondamentale de (X,) est 
du? + sin? u dy?, 


identique à la première forme de (Z). 

On passe de (£) à(£, ), en intervertissant la première et la troisième 
forme. (Z,) est donc, comme l’on sait, la transformée d’Hazzidakis 
de (2). 

Les propriétés de la transformation d'Hazzidakis sont bien connues. 
Notons que celle suivant laquelle Jes géodésiques de l’une des deux sur- 
faces (2), (2,) correspondent aux lignes d’ombre de l’autre peut être 
déduite de la signification géométrique de la solution M de (30) de 
l'équation de l’applicabilité [ distance d’un point quelconque de (2, ) à 
un plan fixe |. 

Les lignes de niveau de (%, ) relatives au plan fixe sont définies par 
l'équation M = const. ; soit 

Ddu + D'dr — 0. 


Cette dernière équation est celle des courbes conjuguées des géodé- 
siques » = const. de (2), d’où la propriété énoncée (*). 
Si l’on met l’élément linéaire de (2, ) sous la forme 


do?= du? + sin? u ds?, 


et si l’on construit les congruences (A, ) correspondantes (normales à 
foyers conjugués par rapport à la sphère de rayon 1), ces congruences 
correspondent aux congruences (A) de départ dans une correspon- 
dance involutive tout comme celle entre (2) et (2, ). 

La transformation involutive des congruences normales à foyers 
associés conjugués par rapport à une sphere fixe, qui vient d’étre 
= 

(+) L'identité des deuxiémes formes fondamentales de (2) et de (X,), entraîne 
la correspondance des réseaux conjugués. 
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mise en évidence, conserve les développables, puisque nous savons 
(§ V) que ces dernières correspondent aux lignes de courbure de (2) 
et (Z,); en outre elle transforme les unes dans les autres les surfaces 
orthogonales aux congruences (A) et (A, ). 

Désignons par (S) l’ensemble des surfaces orthogonales aux 
so” congruences (A); par (S,) l’ensemble analogue relatif aux con- 
gruences (A,). (S) et (S,) sont définis par quadratures dès que (2) est 
connue ainsi que ses géodésiques. Sur toutes les surfaces (S), (S,), 
les lignes de courbure se correspondent, et pour les surfaces d’une 
méme famille la correspondance est par plans tangents paralléles. 

La représentation sphérique des lignes de courbure des différentes 
surfaces (S), (S,) étant celle des lignes de courbure d’une surface à 
courbure totale constante positive, ces surfaces admettent une défor- 
mation dans laquelle le réseau de courbure reste de courbure. 

Les équations de ces surfaces s’obtiennent simplement à partir 
de (x). 

Soit (N) Pune quelconque des +? congruences normales arbitraire- 
ment déformables avec (2) dont dérivent les &? congruences (A) dont 
il est question ci-dessus. Envisageons, les géodésiques étant suppo- 
sées connues, une mise déterminée de |’élément linéaire de (2) sous 
la forme (29). I étant le point où le rayon N de (N) perpendiculaire au 
plan tangent en P à (2) perce le plan, les coordonnées de ce point rela- 
tives aux tangentes aux courbes coordonnées sur (2) sont (') 


Ë— sin u + d'cosu sin(e +), 
n—= dcos(r + a), 


d'et x étant deux constantes arbitraires. 
Les coordonnées de l'extrémité J du vecteur (OJ) équipollent a (PI) 
sont par suite 
HEX 1 Xy, 
(34) D =tY,+nY,, 
5 —=EZL +nX:, 


X1,..., 23, ayant pour (2) les significations habituelles. Les équa- 


ST ee ee TE 


) 
(') Pour la détermination des expressions de Ë E,, voir un article du Bulletin 
des Sciences mathématiques, avril 1930. 
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tions (34) définissent les æ? congruences (A) attachées à (2). Les 
rayons passent par les différents points J et sont dirigés par les valeurs 
correspondantes de X,, Y;, Zs. 

Quant aux «* surfaces (S) ayant même représentation sphérique 
que (£), dont il est question plus haut, elles ont pour équations, en 
négligeant la constante qui correspond à des surfaces parallèles, 


2 X, | (Udu + Var), 
y=y—Y, f (Udu + Var), 


Bo — 2, { (Ud + Vdr), 


ee i M Vox 
u Ov 

Les formules (34) définissent une transformation à deux para- 
mètres (d, «) des congruences normales à foyers associés conjugués 
par rapport à une sphère, conservant l’image sphérique des dévelop- 
pables. 

Au point de vue de la recherche des surfaces à courbure totale cons- 
tante positive, les transformations des congruences ci-dessus, modi- 


_ fiant l’image sphérique des développables, présenteraient évidemment 


un tout autre intérêt. 

Un calcul analogue au précédent donnerait 0° surfaces, définies à 
une homothétie près par des quadratures, ayant même représentation 
sphérique pour leurs lignes de courbure qu’une surface pseudosphé- 
rique quelconque. 

Les expressions à adopter pour &, n seraient (article cité) 


E—=et(r?+ cp + d) —e, n=2/ +cC (cet d = const.). 


X. — Sur une transformation des surfaces pseudosphériques. 


Dans les paragraphes qui précèdent, nous nous sommes attaché à 
mettre en évidence l'identité des problèmes de la recherche des sur- 
faces à courbure totale constante et des congruences normales à foyers 
conjugués par rapport à une sphère, et l'intérêt qu'il y aurait, au point 

Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — Novemsre 1931. 59 
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de vue du problème de la transformation des surfaces à courbure totale 
constante, à savoir transformer les congruences ci-dessus en con- 
gruences analogues. | 

Ce dernier paragraphe a pour objet l'étude d’une transformation que 
nous avons signalée dans une Note des Comptes rendus ('). 

Dans un autre travail (?), nous avons indiqué le moyen de trans- 
former toute congruence normale en une congruence d’Appell généra- 
lisée (a enveloppée moyenne point). 

A une congruence normale douée d’une propriété déterminée, cor- 
respondra une congruence d’Appell généralisée douée d’une propriété 
correspondante; de sorte que : 


Tout problème de recherche de congruences normales assujetties à une 
condition déterminée, peut être trans formé en un certain problèmerelatif 
aux congruences d’ Appell généralisées. 


La transformation ci-dessus admet un invariant qu’il est très facile 
de mettre en évidence. 

Envisageons une congruence normale quelconque (N), définie 
comme au paragraphe J, par les coordonnées (a, y, 3) de la projection I 
de l’origine sur un rayon quelconque D de cosinus directeurs X, Y, Z, 


Le DEM ey y= A(M,Y), z= A(M,Z); 


les paramètres différentiels se rapportant à la représentation sphé- 
rique. 


lèle issue de O. D vient en A et I en K. 
Les coordonnées de K sont les mineurs extraits de la matrice 


Xx Y Z. 
A(M,X) A(M,Y) A(M,Z) 


EE a a ee 


(*) Comptes rendus, t. 190, p. 1217. 
(*) Les congruences de normales dans leurs relations avec les congruences 
a enveloppée moyenee donnée ( Bulletin des Sciences mathématiques, février 


1929). 


Faisons tourner chaque rayon D d’un angle droit autour de sa paral- 
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On peut écrire ces coordonnées 


1 [OM OX dM ox 

=H | Ge 2e — oe | 
_1f 0M 0Y 0M oY" 

"= 4| Ge ae — ae de 


eH 


__ 1 [OM 0Z OM OZ 
Ou Ov de Ou |’ 


H—VEG —F? (E, F, G étant les coefficients du ds? de la représenta- 
tion sphérique). 

Elles ont été données sous cette dernière forme par L. Bianchi. Si, 
tenant compte de l'équation (4) du paragraphe I, on calcule le produit 
des distances des foyers 9, 9’, situés sur A, au point K, on trouve 

Ko x Ko’=A,,.M. 


L’équation (5) de ce même paragraphe montre que si F et F’ sont 
paragrap q 
les foyers de la congruence (N) situés sur D, on a aussi 


IF x< IF’— A,.M. 

Quand on trans forme une congruence normale quelconque par le pro- 
cédé ci-dessus indiqué, le produit des distances des foyers situés sur un 
rayon quelconque, à la projection de l'origine sur ce rayon, ne change 
pas. 

Celà étant, supposons que (N) soit une congruence normale à foyers 
associés conjugués par rapport à une sphère fixe (S), de centre O et 
de rayon #. 

L’équation définissant (N) est, comme on l’a vu au paragraphe IT, 


(15) A,.M + A,M= x. 


Après la transformation 


et l’on a, comme on sait, a 
OK —=OI=VYA,M. 


En tenant compte de ces relations, (15) s'écrit 


px Ky9—#—0K, 
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égalité qui prouve que la sphère de diamètre (p9') est orthogonale à la 
sphère (S). 9 et 9’ ne sont réels que si les rayons de (N) ne coupent 
pas (S). 

Ainsi : 

Les transformées des congruences normales à foyers associés conju- 
gués par rapport à une sphère (S) de centre O, sont des congruences 
d’Appell généralisées relatives à O, telles que les sphères ayant pour dia- 
mètres les différents segments focaux soient orthogonales à (S). 


Il revient évidemment au même de dire que les congruences trans- 
formées ont leurs couples de foyers associés, conjugués par rapport 
à (S), tout comme les congruences de départ. 

Si 4 =0('), cas auquel nous nous arréterons, les congruences (N) 
sont les congruences normales transformables en congruences nor- 
males par polaires réciproques relativement à une sphère, dont il a été 
question au paragraphe IV. 

Alors les congruences d’Appell transformées jouissent de cette pro- 
priété que, du point O, on voit les différents segments focaux sous un 
angle droit. 

Soumettons l’une quelconque de ces congruences transformées à 
une transformation par polaires réciproques, relativement à une 
sphère quelconque (2) de centre O. Nous obtenons évidemment une 
congruence normale (I’), jouissant de cette propriété que les plans 
focaux issus d’un mème rayon sont équidistants de O. 


Par deux opérations géométriques successives, très simples, il est donc 
possible de trans former les congruences normales de l'espèce (N), en con- 
gruences normales (1) à plans focaux équidistants d’un point fixe. 


Si l'on fait tourner chaque rayon de (T°), dans le plan qu'il déter- 
mine avec O, d’un angle droit, la rotation ayant le sens inverse de 
celle effectuée pour obtenir (T°) à partir de (N), on obtient la con- 
gruence (N°) transformée par polaires réciproques de (N) par rapport 
à (2). (N°) appartient comme l’on sait à la famille (N). On voit alors 


(*) Comptes rendus, 1. 190, p. 1217. 
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?, , . . 
que l’on peut présenter un peu plus simplement la transformation 
ci-dessus : 


St l’on fait tourner chaque rayon de la congruence (N) la plus géné- 
rale, d'un angle droit, autour d'un point O, dans le plan qu'il détermine 
avec Q, on obtient la congruence (I) la plus générale. 


Les problémes de la détermination et de la transformation des con- 
gruences (1°) sont identiques à ceux de la détermination et de la trans- 
formation des congruences (N), et par suite aussi aux problèmes ana- 
logues sur les surfaces pseudosphériques. 

Cela étant, envisageons une surface quelconque (L) orthogonale aux 
rayons d’une congruence (1°) déduite d’une congruence (N) déter- 
minée. Elle jouit de la propriété évidente suivante : 


Les lignes de courbure en l’un quelconque P de ses points font le méme 
angle avec OP. 


Cette propriété, caractéristique des surfaces (L), se conserve dans 
une inversion quelconque de pôle O. 

Si donc on considére une surface (L,), inverse de (L) dans une 
telle inversion, et si l’on envisage la congruence (T,) de ses normales, 
on peut dire que (I, ) appartient à la famille des congruences (I). 

Il n’y a plus qu’à soumettre (I’, ) à la transformation inverse de celle 
qui a donné (I) à partir de (N), pour avoir une nouvelle congruence 
(N,) du type (N). 

Ainsi se trouve réalisée, et de la façon la plus simple, une transfor- 
mation des congruences (N) en congruences analogues. 

Si l’on observe que la surface (L), dont il est question ci-dessus, 
peut être remplacée par une surface parallèle quelconque, et que la 
même chose peut être faite pour les surfaces inverses, on voit qu'il 
est possible d'introduire dans les formules définissant la transforma- 
tion qui vient d’être mise en évidence autant de constantes que l’on 
veut. 

A la transformation ci-dessus, des congruences normales (N) trans- 
formables en congruences normales par polaires réciproques par rap- 
port à une sphère, correspond, conformément à ce qui a été dit au 
cours de ce mémoire, une transformation dépendant d’autant de para- 
mètres que l’on veut des surfaces pseudosphériques. 
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Nous terminerons par la remarque suivante. 

Envisageons une congruence normale quelconque (N), à foyers 
associés conjugués par rapport à une sphère fixe (S) de centre O. 

Soient (C) les cercles orthogonaux à (S) ayant pour axes les diffé- 
rents rayons D de (N), envisagés au paragraphe VIII. 

Les cercles (C) constituent un système cyclique normal (les axes des 
cercles forment une congruence normale). Transformons (N) en une 
congruence d’Appell généralisée (A) par la construction indiquée au 
début du paragraphe actuel. Nous avons observé plus haut que, 
dans (A), deux foyers situés sur un même rayon sont conjugués par 
rapport à (S). Il résulte alors du paragraphe VIIT que (A) est à son tour 
cyclique, les cercles du système associé étant situés dans des plans 


passant par O. 
En outre, le rayon du cercle associé à un rayon quelconque A 


de (A) étant égal à W—K9 x Ko’ (les notations sont celles du début 
de ce paragraphe), et celui du cercle (C) correspondant relatif à la 


congruence (N) étant VE IF x IF’, deux cercles correspondants dans 
les deux systèmes cycliques ci-dessus sont égaux. 
On peut donc énoncer ce résultat : 


Etant donné le système cyclique normal le plus général dont les plans 
des cercles passent par un point fixe O, si l’on fait tourner chacun de ses 
cercles, dans son plan, d’un angle droit, autour du point O, on le trans- 
forme en un autre système cyclique dont les axes constituent une con- 
gruence d Appell généralisée relative au point O (). 


(*) Plus généralement, si l’on fait tourner les cercles d'un angle constant 


quelconque, on obtient encore un système cyclique. J'étudierai ultérieurement 
cette transformation plus générale. 
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Introduction et résumé succinct du mémoire. 


Lorsque R(Z) est une fraction rationnelle, dont les R,(Z) sont les 
itérées successives, j’ai étudié la convergence de la série 


Ce] 


(1) F(Z) = Ÿ &R,(Z) 

0 
dans un Mémoire (') inséré au Tome 56 des Acta mathematica, en me 
bornant toutefois à l’intérieur des domaines A, où les R, convergent 
vers un point double a, attractif ou indifférent, de la substitu- 


tion [Z| R(Z)]. Pour étudier, dans le présent Mémoire, l'allure de la 


convergence sur les frontières de ces domaines, et dans le voisinage de ces 
frontières, j'ai restreint le choix de R(Z) à cause des grandes compli- 
cations qui peuvent surgir en général dans la nature géométrique de 
ces frontières. Je me suis donc borné aux R(Z) à cercle fondamen- 
tal [| Z| =1], parce que ce sont les seules, comme on sait, où l’on puisse 
garantir l'existence d'une tangente en tout point d’une courbe fron- 
tière de région de convergence, lorsque cette courbe existe. Mais on 
reconnaîtra immédiatement que les méthodes employées et les résultats 


(1) Mémoires sur la convergence des séries formées avec les itérées succes- 
sives d’une fraction rationnelle, par Gaston JULIA. 
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démontrés dans le présent Mémoire s'appliquent aux points doubles ou 
cycles répulsi fs ou indifférents d’une R(Z) quelconque (et à leurs antécé- 
dents) situés sur une frontière de domaine A, possédant une tangente en 
ce point. Voici un résumé rapide des résultats obtenus. 


A. — Substitutions régulières de première espèce. 


LA 


1° Sous l'hypothèse Ÿ a, convergente (condition nécessaire et suffi- 


0 

sante), la série (1) converge dans tout domaine A, où « # o. Lorsque 
[Z|R(Z)] est de première espèce avec deux points attractifs « et B 
(x intérieur Zo, B extérieur ~o), je montre que (1), convergente 
en tout point double répulsif A situé sur € (séparatrice de A, et Ag) 
converge uniformément dans tout secteur intérieur à C de pointe À et non 
tangent à C; elle converge uniformément aussi dans tout secteur exté- 
rieur à €, de pointe A, non tangent à € et ne contenant pas de pôles 
des R,(Z), tout ceci est précisé au Chapitre I, SI, n° 1 à 14, les pôles, 
des R, se répartissant sur des courbes analytiques émanées de A, dont 
les tangentes en A n’ont pour rayon-limite que la tangente à €. Le 
théorème d’Abel relatif aux points de convergence des séries entières 
situés sur le cercle de convergence s'étend donc aux séries actuelles. La 
propriété s'étend à tous les antécédents (partout denses sur €) des points 
doubles répulsifs; elle ne s'étend aux points des cycles répulsifs 
d'ordre n [et la série (1) n’y converge] que sous des hypothèses 
supplémentaires relatives à la convergence des séries partielles 


A 


De (V=0, RSR) 


k=0 


2° Lorsque à = 0, B = 00, les multiplicateurs correspondants étant + o 
la propriété reste hate sous l'hypothèse Sa, convergente, pour l’inté- 


rieur de €, non pour l'extérieur. Il faut alors supposer De con- 


vergente (s, multiplicateur de 8 = 2) pour que (1) converge à l exté- 
rieur Ag de €; sous cette hypothèse, le théorème d’Abel s'étend encore 
à tout secteur de pointe A (point double répulsif ou antécédent de 
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tel point), extérieur et non tangent à €, ne contenant pas de pôles 
des R, (n° 15 à 19 du paragraphe 1, Chapitre I, même répartition des 
pôles des R, qu’au 1°). 


3° Lorsque « —0, B—, les multiplicateurs étant nuls, la propriété .- 
reste vrate pour les secteurs intérieurs à € si Xa, converge. Mais la ques- 
tion est plus complexe, F, (Z) étant la fonction de Béttcher de l’ori- 
gine [R(Z)=7r,2 + ...,r,o]telle que 


Fito)—o; 510) 0 et FPR (2) p=] Fede) |e, 


et 0, le rayon de convergence de la série image 


a 


= Der 


0 


le domaine de convergence de (1) est défini par |F,(Z)|< 9. 
Sto, <1(‘) tl.ne comprend qu'une partie de € limitée par des courbes 
analytiques |F, | == 9, qui sont des coupures de Weierstrass pour #(Z). 


Toutes les propriétés de la série en F, de F””, sur le cercle |F, |=, 


0 
co 


oy = NEA 5 rs * Sa . 
et à l’intérieur se transportent à la série Dash: aux points correspon- 
0 


dants de la courbe frontiére| F, (Z) |=, et de son voisinage intérieur. 
En particulier, lé théorème d’Abel s’étend à tous les points de convergence 


de a, F” sur cette frontière |F, (Z) |=, pour tous les secteurs inté- 
7 


rieurs, non tangents à la frontière et aboutissant en ces points. 
A l'extérieur de €, F,(Z) étant la fonction de Bôttcher de l'infini 


[Bm = Le E + Hol( 5.) | Ty | 


+A+.., (M40),  E[R(Z)]=[F,(2)P, 


telle que 


(:) Lorsque Xa, converge, p21. 
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æ 


et P: => étant le rayon de convergence de > a, ?", la région de con- 
L 
0 


vergence de (1) est définie par |F,| > = ei n'existe que sto, >1; elleest 
1 


sn . I : 
limitée par € et par les courbes analytiques | Die Excepté le cas 
1 
élémentaire où R=7,Z‘, elle présente l’aspect d’une écumotre criblée 
de trous, limités par les courbes fermées |F, | = = en nombre infini qui 
L 


s'accumulent vers tout point de €. On montre d’abord qu’on peut trou- 
ver des secteurs d'ouverture finie, extérieurs et non tangents à €, dont 
la pointe est en A (point double répulsif ou antécédent de tel point), 
et qui ne sortent pas de la région de convergence : dans ces secteurs, la 
série (1) converge uniformément et le théorème d’ Abel s'étend aïnst à tous 
les points des cycles répulsifs et à leurs antécédents avec le choix précé- 
dent des secteurs d’approximation (n° 20 à 28, paragraphe 2 du Cha- 
pitre 1). 


B. — Substitutions réguliéres de deuxiéme espéce. 


Un seul point attractif « situé sur C. La convergence de La, est la 
condition nécessaire et suflisante pour la convergence de (1) dans Ay. 
La frontiére de A, est unensemble E, parfait, partout discontinu, situé 
sur C; le complémentaire de E, est formé : 1° d’un arc u.av du cercle €, 
limité aux deux points doubles répulsifs & et v qui encadrent sur € le 
point double attractif «; 2° de tous les antécédents de l'arc way; les. 
arcs du complémentaire sont intérieurs à A, ('). 


1° Points p., v et leurs antécédents. — A un tel point A aboutit tou- 
jours un arc de € intérieur à A,. Dans tout secteur de pointe A, 
INTÉRIEUR A À,, non tangent à C, ne contenant pas de pôle des R,, la 
convergence de Éa,R, est uniforme et le théorème d’Abel s'étend. Un 
tel secteur peut chevaucher sur €, contenir des arcs de €. Son ouverture 
peut être > 7, puisque : 1° sa partie, intérieure à €, peut être arbitrai- 


(*) A, comprend donc à la fois l'intérieur et l'extérieur de €, unis par les 
arcs du complémentaire de Er 
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rement voisine de x, et 2° les pôles de R, voisins de A se répartissent 
sur des courbes analytiques émanées de A dont un nombre fini seule- 


ment fait un angle <7 — € avec l'arc de € intérieur à A, qui aboutit 
envA; 


2° Points doubles répulsifs et antécédents distincts des précédents : 
ils ne sont pas extrémités d’ares du complémentaire de E,. Donc, sur €, 
dans le voisinage et des deux côtés d’un tel point A, il y a des points 
de E, et des points du complémentaire. Un secteur intérieur à A, de 
pointe A est ou bien intérieur à C, ou bien extérieur à € : il ne che- 
vauche pas sur C; son ouverture est toujours < 7; lorsqu'il n'est pas tan- 
gent à Cet ne contient pas de pôles de R,, la convergence de La, R, (Z) 
y est uniforme et le théorème d’Abel s'étend. Tout se passe pour ces 
points comme dans le 1° des substitutions régulières de première 
espèce (n° 28 bis, § III du Chapitre I). 


C. — Substitutions singulières de deuxième espèce. 


On les étudie à l’aide des résultats établis dans le Mémoire des Acta, 
t. 56. Il y a sur € un point double indifférent «, tel que 


R(a)—=a, . R'(a)—+1, R(a)4o 


et d—1 points doubles répulsifs de [Z|R(Z)]. Le domaine A, de 
convergence des R, vers « se compose d’abord de l’intérieur et de l’ex- 
térieur de €. Sa frontière est un ensemble parfait discontinu E, situé 
sur C. « appartient à E,. Le complémentaire de E, sur € contient un 
are au. unissant « à l’un (convenablement choisi) des deux points 
doubles répulsifs (soit p.) qui encadrent « sur € ettous lesantécédents 
de au; ces arcs appartiennent aussi à A, et unissent l'intérieur et l’ex- 
térieur de € à l’intérieur de A... 

Comme en B, la convergence de La, est la condition nécessaire et 
suffisante pour la convergence de (1) dans A,. 


1° En, « ou leurs antécédents, le théorème d’ Abel sétend à tout sec- 
teur doué des propriétés énoncées au 1° de B. 
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2° Aux autres points doubles répulsifs ou leurs antécédents, le théo- 
rème d’Abel s’étend aux secteurs doués des propriétés énoncées au 2° de B 


(n°29 à 33 bis du paragraphe I, Chapitre Il). 


D. — Substitutions singulières de première espèce. . 


Un seul point double indifférent « 


HAE, Ce oak R* (a) 0, R”"(a) Ao 


et d— 2 points doubles répulsifs, tous situés sur C. Le domaine A,, 
où les R, convergent vers «, se compose de l'intérieur et de 
l’extérieur de C. Sa frontière est C tout entier (cas limite de A) sur 
lequel les antécédents de « et des points répulsifs sont partout 
denses. 

On complète d’abord le Mémoire des Acta, t. 56, par l’étude générale 


de la convergence de >) a,R,(Z) dans le domaine d’un point double 
indifférent A, tel que 


R'(a%)=1, RSI Ae ee RP+1)2Z 0, 


Lorsque «0 et >< la convergence de La, est la condition néces- 
saire et suffisante pour la convergence de Za,R,(Z) dans A, ; lorsque 


1 
“=o la condition est La,n ? convergente; lorsque a =, c’est 


1 

Ea,.n ? convergente (n° 34 et 36 du paragraphe II, Chapitre II). 

Icip=2et|«| = 1, donc la convergence de Xa, doit étre supposée et 
l’on démontre que le théorème d’Abel s'étend à tout secteur intérieur à €, 
ou extérieur à C, ayant sa pointe en à, ou en un point double répulsif, 
ou en un antécédent de ces points, dans les mêmes conditions qu'au 1° de A. 
Pour les secteurs extérieurs il faut noter en outre que si leur pointe 
est « ou un antécédent de « leur ouverture peut être arbitrairement 
voisine de x sans qu’ils contiennent de pôles : on peut en effet mon- 
trer qu'en « par exemple, il n’y a aucun pôle des R, dans le demi- 
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plan, ne contenant pas €, que détermine la tangente en « à C (n° 37 
du Chapitre IT). 


Remarques sur les méthodes employées. — On observera le rôle impor- 
tant joué dans le présent Mémoire par des séries telles que 


Le] 


DIR(Z)—Reu(Z)| pour A (19), B, C, D; 


n=0 
Dl s?R.(Z) — SR (Z)| pour A (2); 
= n=0 
DI Res — Ress Fgh — Fate Fa] pour A (3°). 
k=0 


On est amené à montrer que ces séries sont uniformément bornées 
quel que soit Z dans le secteur étudié. Pour cela, sans restreindre la 
généralité, on substitue en général avec avantage aux secteurs étudiés 
des secteurs invariants par[Z|R(Z)|, ou plutôt limités par des courbes 
analytiques I invariantes par[Z|R(Z)]; les nouveaux secteurs A’ s’ob- 
tiennent en considérant un quadrilatère curviligne fondamental A, 
intérieur au domaine A, considéré, et une famille d’antécédents suc- 
cessifs de ce quadrilatère, juxtaposés les uns aux autres, tendant vers 
le point répulsif A, sommet du secteur, et engendrant par leur 
ensemble le secteur d’étude A’. Il est généralement aisé, à l’aide des 
évaluations approchées de R, en fonction de n données dans le Mémoire 
cité des Acta et complétées ici, de prouver que la série à étudier est 
bornée dans A’ et d’en déduire, par la considération de ses valeurs aux 
antécédents successifs d’un méme point, qu’elle reste bornée dans 
tout A,. Une autre méthode, plus élégante, employée au A (1°) ramène 
le fait précédent à une évaluation d’une borne supérieure de la longueur 
d’une courbe invariante T entre un point Z et le point répulsif A dont 
elle émane, les termes |R,—R,., | étant les cordes d’une ligne polygo- 
nale inscrite dans cette T. J'ai d’ailleurs donné, dans le Bulletin des 
Sciences mathématiques (t. 55, 1931) l'application de cette méthode 
géométrique à la démonstration du théorème d’Abel lui-méme sur les 
séries entières et le lecteur pourra s’y reporter pour oo ce tra- 
vail du Mémoire actuel. 
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CHAPITRE PREMIER. 


SUBSTITUTIONS RÉGULIÈRES DE PREMIÈRE ET DE DEUXIÈME ESPÈCES. 


Préliminaires. 


1° Le rappel des principales propriétès de ces substitutions a été 
fait dans le Mémoire cité des Acta, t. 56 (Chap. I, n° 7), et le lecteur 
est prié de s’y reporter. Le cercle fondamental € étant supposé coin- 
cider avec |Z| = 1, une substitution de première espèce Z, —R(Z), 
où R est rationnelle et de degré d, admet deux points doubles attractifs 
a et B(x intérieur), symétriques par rapport à €, dont les multiplica- 
teurs R’(«) et R/(B) sont imaginaires conjugués et en module <1 
(ils peuvent être nuls). Le domaine A, de convergence des R, vers « 
est |Z| <1. Ag est |Z|>1. Sur € il yad —1 points doubles répul- 
sifs R(Z)=Z à multiplicateur réel > 1 et toutes les racines des R, = Z 
(cycles) sont (excepté a et 5) situées sur € qu’elles remplissent de façon 
dense; pour chacune de ces racines on a R, > 1, ces racines appar- 
tiennent à des cycles répulsifs. L'ensemble | Z| =1 est l’ensemble sin- 
gulier de l’itération [Z|R(Z)] que j'ai appelé E, dans mes recherches 
sur ce sujet. Tout point du plan (excepté éventuellement « et 3) admet 
E, pour dérivé de ses antécédents. Ej, sépare ici A, de Ag. 

Lorsque [Z|R(Z)] est de deuxième espèce, ii y a un point double. 
attractif « sur|Z|—=1, dont le multiplicateur R’ («) est réel et compris 
entre o et 1 et d points répulsifs à multiplicateur réel > 1. Le domaine 
de convergence des R, vers « se compose ici de tout le plan Z moins 
un ensemble par fait discontinu Ex situé sur € et qui n’est autre que le 
dérivé de l’ensemble des racines des équations 


R,(Z)—Z=o PAUSE © rns 


E, est l’ensemble singulier de l’itération [Z|R(Z)]et le dérivé de l’en- 
semble des antécédents d’un point quelconque du plan. 

Le complémentaire de E, sur € se compose de l’arc pay, limité aux 
deux points doubles répulsifs x etv qui encadrent «, et de tous les anté- 
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cédents de cet arc. Parmi les extrémités des arcs contigus à E,iln’y en 
a donc que deux : » et y qui soient des points doubles répulsifs ou 


des racines d'équations R,(Z)— Z =o (points appartenant à des cycles 
de l’itération) (voir plus loin, § HD). 


2° Lorsque à >< o (et cela est toujours vérifié pour les substitutions 
de deuxième espèce) la condition nécessaire et suffisante de conver- 
gence de Za,R, dans A, est que La, converge. Alors Za,R, (Z) converge 
uniformément dans tout domaine fermé intérieur à A,. 

Lorsque «=o, s £ 0, il faut et il suffit que Za,s" converge, s étant 
le multiplicateur de «, pour que Za,R, converge uniformément 
dans |Z|<{1—e. Alors B =o, et la convergence de XZa,R, dans A; 


exige la convergence de D (s,, multiplicateur de 6 — est le con- 
1 


jugué des et il est 0 en même temps ques). Alors Za,R, converge 
uniformément dans tout domaine intérieur à A3, ne contenant pas de 
poles des R,. La convergence dans Ag, lorsque 8 = 0, entraine donc la 
convergence de Xja,,| et par suite la convergence dans A,. 

Lorsque s =o avec «= 0 (et } =o) les choses se passent différem- 
ment : le domaine de convergence de £a, R, peutn’étre qu’une partie 
de A, et il peut atteindre une assez grande complication comme on le 
verra dans le Mémoire cité des Acta, t. 56. Nous y revenons en détail 
dans le paragraphe II du Chapitre I. 


3° Dans ce qui suivra, nous utiliserons aussi quelques propriétés 
de la fonction de Poincaré relative à un point double répulsif de|Z| R(Z) | 
déjà démontrées et utilisées ailleurs ou résultant aussitôt de propriétés 
démontrées ailleurs [voir par exemple les Mémoires cités dans le Cha- 
pitre préliminaire du Mémoire des Acta, t. 56, et aussi Sur la permuta- 
bilité des fractions rationnelles, p. 199 et suiv. (Ann. Ec. Norm. sup., 
1922)]. uw étant un point double répulsif quelconque p= R(p), 
o=R’(u.) >1, situé sur €, il existe une fonction méromorphe f(z) 


telle que 
fioyHp, J(o)=+r, flee) =R[f(2)]. 


Sans restreindre la généralité on peut supposer que 4 = + 1 (rota- 
tion d’axes). 
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Par Z= f(s), à tout Z [excepté éventuellement les deux points 
doubles attractifs « et 8 et alors la substitution Z, =R(Z) se ramene 
à T, =T¢ en ramenant « et 6 a T—o et LS 60 correspondent une 
infinité de points z s’accumulant vers l’infini. Le voisinage de a= ose 
transforme en celui de Z=1. L’ensemble E, du plan Z devient un 
ensemble &, du plan 3 qui est celui qu’on appelle aussi «ensemble J » 
de la suite f(35"). | 

Lorsque la substitution (Z|R) est de première espèce, E, est iden- 
tique à Cet G, devient une courbe analytique émanée de 3 = 0 inva- 
riante par(z|36), c'est une droite passant par O et comme f'(0)—=+1, 
u— +1 c’est l’axe imaginaire du plan z. Un petit cercle entourant 
Z— +1 engendre par itérations successives [a cause de f(25)=R]/\ 5) 
et des propriétés connues de l’itération | une surface de Riemann E qui 
est la surface engendrée par Z = f(z) lorsque z décrit tout le plan 3 (voir 
mon Mémoire Bull. Soc. math. de France, t. 52, 1924). L’axe imagi- 
naire du plan z est axe de symétrie du plan z comme € l’est pour. Au 
demi-plan à gauche ® (z) < 0 correspond l’intérieur|Z|< 1 de €, une 
infinité de fois recouvert; à R(s)>o correspond |Z|> 1 une infi- 
nité de fois recouvert. Lorsque 3 parcourt R(z)—0 toujours dans 
le même sens, Z décrit € une infinité de fois et toujours dans le même 
sens. À tout Z de module < 1 correspondent une infinité de 3; tels que 
f(zi)=2etR(z;)< 0. A cause de f(s0")=R, [f(s)]et de la con- 
vergence des R, vers « ou B, selon que |Z| est <1 ou >1, f(z) tend 
vers $ lorsque z décrira une demi-droite quelconque issue de O et d’ar- 


. T T a _\ 2 : © 
gument compris entre — ~ et +—, f(s) tendra vers «si l’argumentest 
2 2 é 


entre = et = a et B sont valeurs asympotiques de /(3). ll en résulte 


que les rayons Oz; correspondant aux racines de f(3;)—Z n’ont pour 
limite que l’axe imaginaire. 


Lorsque (Z|R) est de deuxième espèce, &, est, comme E,, un 
ensemble parfait discontinu. La partie de E, comprise dans un arc 
de € arbitrairement petit contenant engendre par itérations (succes- 
sives) tout E,; il lui correspond par Z= f(z) une partie de &, voisine 
de zéro, située sur l’axe imaginaire R (zs) = o et dont l’itération succes- 
sive par [s|sa] engendre tout &,. L’axe imaginaire est transformé 
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dans € décrituneinfinité de fois etles demi-plans R(z) << o et R(z) >0 
correspondent encore a|Z|<1 et|Z|> 1. 

Mais F(z) n’aici qu'une seule valeur asymptotique a, limite de f (2) 
sur tout rayon émané de O et distinct de R (z) =o. Les rayons 03; ont 
encore pour limite le seul axe imaginaire (quel que soit Z fixe). Ilya 
d’autres particularités de f(z) et de &, qui distinguent entre eux les 
deux points doubles répulsifs extrémités d’un intervalle appartenant au 
complémentaire de E, et les autres. Nous y revenons au paragraphe III 
du présent Chapitre. Pour les premiers, &, est localisé sur une des demi- 


droites issues de O que porte R(z) =o, pour les autres 6, s’étale sur 
toute la droite R(z)— 0, 


I. — Substitutions régulières de première espèce, à multiplicateurs ~ o. 


oO 72 L 
1 Gea, Biss co: 


1. Supposons done La, convergente et Z=+1 point double 
répulsif de la substitution réguliére a cercle fondamental Z, = R(Z) 


dont « et 5 sont les points attractifs. La série SaR,(Z) converge 


0 


pour Z =ret sa valeur est S Ses Montrons que #(z) = > a,R,(Z) 
0 0 


tend vers S lorsque Z tend vers +1 en restant à l’intérieur d’un 
domaine A intérieur au cercle fondamental € et aboutissant en 
A(Z=-+1) non tangentiellement au cercle fondamental, c’est-à-dire 
que la partie de A suffisamment voisine de A devra être intérieure 
à un secteur de sommet A, de bissectrice OA, d’angle au sommet 
5 — (4 >0). 


Considérons pour cela la différence 


(1) d= Sa R,(Z) -S=P an[ Ra(Z) —1], 


7 


pour marquer la convergence de s,—Ÿ a, vers S on remplace 4, 


U 
~ 
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pars, — 5,-, et il vient : 


= Ÿ 5n(Bn— Rass) + s(%—1), 


0 


— 
D 
— 


en tenant compte de ce que limR,(Z)= + pour tout Z intérieur. En 
r= © 
posant 
S,— SEE lime, —0 ; 
c Sn $ +-£n Ce ) 
il vient 


- 


pl a 
(3) ==) a(R Se Ras) ate S( R,— 1) +ŸY én(R,— R,41) = l =r ly = a [EN 


0 Pp 


en posant 


PA 


ioe) Sil Bh Pes t,=8(R,—1) et t= Ÿ en( Bn— Ras). 
0 P 


Lorsque p est fixé chacun des termes de ¢, tend vers zéro, donc ¢, 
tend vers zéro lorsque Z +1. De même ¢, + o lorsque Z +1, 

Montrons qu'on peut choisir p fixe et assez grand pour que ¢, reste 
inférieur a tout nombre fixé a l’avance quel que soit Z dans le 
domaine A signalé précédemment. 


2. Il suffit pour cela de prouver que la série 


(4) Sl Ra(Z) — Baw (Z)| 
¥ 


reste bornée, quel que soit g et quel que soit Z dans A. 
En effet, si cela est démontré, on aura, quels que soient p et Z 
dans A, 


nh 


D | Ra(Z) — Rasa (Z) |< L: 
Pp 


Puisque lime,=0, on peut choisir p assez grand pour que n>p 


A=n 


donne | ¢,| << (2 arbitrairement petit). On aura alors, avec ce choix 
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de p, et quel que soit Z dans A, 
lé(<e >) Re Raul <éL, 


, 4 = 0 0 . ; ’ 
c'est-à-dire que ¢; sera arbitrairement petit comme on l’a annoncé. 


3. Envisageons donc la série — 
LT f, Fr 
> | BCA) a Buis(Z) te 


Le terme général | R,(Z) — R,,.,(Z)/ est la distance du point R,(Z)ason 
conséquent R,,,(2). Or, on sait que par un point Z quelconque inté- 
rieur au cercle fondamental passe une courbe V (et même une infinité) 
invariante par [Z|R(Z)]|, aboutissant en Z = + 1 non tangentiellement 

au cercle fondamental €; F est analytique en Z—+ 1, I’ contient une 
famille d’antécédents de Z, R ,(Z)(K=1,2,..., ©) qui tend vers 
2 = + 1, elle contient tous les conséquents de Z et aboutit en Z = en - 
général avec un point asymptote. On obtient là partird’une demi-droite 
de la facon suivante. On sait que, au point double répulsif Z=+1 
de multiplicateur 5 > 1, correspond une fonction méromorphe /(z:) 
telle que 


f(o)=4+1, f(o)=+1 el Weave A TZ) Ih 


on l’appelle la fonction de Poincaré correspondant au point ré- 
pulsif Z= + 1. 

porque? décrit le demi-plan R(z) > 0, Z= f(z) décrit l’intérieur 
de € cercle fondamental, lorsque  décrit R(s ) > o, Zdécrit l'extérieur 
de €. Lorsque z décrit une demi-droite issue de o dans le demi-plan 
R(z)< 0, laquelle est invariante par (s|¢3), Z décrit dans € une 
courbe analytique F invariante par| Z| R(Z)] allant de + 1 à &, qui con- 
tient tous les conséquents d’un de ses points € et une famille, tendant 
vers +71, d’antécédents de ce point €. A chaque Z,, intérieur à € cor- 
respondent par f(z;)=Z, une infinité de 3; dans le demi-plan R() <0, 
chacune de ces demi- dote allant de o à ces =; est transformée par 
Z= f(s) en une courbe I; du type précédent passant par tous les con- 


“HARAS FES Jar 


fie | Séquents. de 2 et par: une 


À be. “naire pour w un oe 
courbes lr issues de Z et. al 


ais) 


; on 


PT gaa ix Med - ry rn 


+ = CA 


on 
“secteur be wh de sommet 0 limité par bi ie She fais isant LUE 


uy 7 — . avec la partie négative de l'axe réel. Si Z est dans A, 2 es es st a 
le 


dans 8 et la longueur de l’are AZ de courbe invariante F qui corres- se 2 
pond au segment O3 est finie, elle a quel que soit Z une borne supé- 
rieure (') /’. A partir de Z la courbe [se prolonge jusqu’ enx:jedis 
que l’arc Za de l'est aussi de longueur finie. En effet soit Z_, l’anté- 


_cédent de Z situé sur l’are AZ [25 =s(2)| oe Se Sa 
. La courbe T° est constituée des conséquents successifs de l'arc Z_, Z. 5 
Lorsque n est assez grand, Z,, tendant vers «, est intérieur à un cercle En 
male de centre de rayon assez petit pour que dans ce cercle | R’(Z)| <<k<1 ? 


_ (Æest supérieur d’aussi peu qu'on le veut au multiplicateur de a qui | 2 
est É 1). On a alors | 


APE ARS. 
longueur arc Zn, 2,4, < k (longueur arc Z,Z,:,), 


ce qui prouve que les arcs successifs sont majorés par une progression 
aa géométrique de raison &. Done l’arc Za a bien une longueur finie. Ul en 
résulte que chaque courbe Va entre A et x une longueur totale finie. I 
est facile de voir que l'ensemble des longueurs des T dont les tangentes 
en À sont intérieures au secteur A’, admet une borne supérieure. 

En effet ces © correspondent aux demi-droites Oz faisant We la 


partie négative de l’axe imaginaire un angle compris entre — : +7 


(3 ‘ En effet, f est holomorphe dans 0’ et sur son contour, en s — 0 f' (0) =+1, : 
| /'(s) | est bornée supérieurement dans. | f'|<m, si Asse i est le plus g cand 
ey Os de 9’, on aura 1/< md. 
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. 


et - — 1. Envisageons la partie 6” de ces demi-droites comprise entre 


Nia 


deux cercles de centre O de rayon 7, et r, a, 7, étant assez petit pour que 
le quadrilatére curviligne 6” ainsi construit soit intérieur à 6’. Il est 
clair que les antécédents et les conséquents successifs de 6” par (z | 3) 
engendrent l’angle balayé par les demi-droites précédentes. A 0” cor- 
respond par Z = f(z) une aire A” éntérieure à A’ et dont les conséquents 
et une famille d’antécédents recouvriront par leur ensemble l’aire 
balayée par les courbes I’ dont les tangentes en A sont intérieures à A’. 
Or, lorsque Z reste intérieur à 4”, il est immédiatement visible que la 
longueur de l’are «Z de [a une borne supérieure /’ ne dépendant que 
de A” (on peut par exemple, pour le voir, raisonner par l’absurde et 
appliquer le lemme de Bolzano-Weierstrass) Z, dans A’, est a fortiori 
intérieur à A’ donc l’arc AZ de [ est </’. En définitive, l’ensemble des 
longueurs des I considérées admet-la borne supérieure / + /". 

[Au contraire, les racines z; de f(3)—Z, étant telles que z;—> 2 
pour &-> de facon que Oz; ait l'axe imaginaire pour limite, les 
courbes I correspondant à ces Oz; comporteront des arcs (AZ, ); dont 
la tangente en A tend vers la tangente au cercle € et dont les longueurs 
ne peuvent être limitées supérieurement comme on la fait précédem- 
ment. | 


- 5. Cela étant, il est clair que, tous les R, étant situés sur la courbe I’ 
passant par Z envisagée, et les |R,—R,., | représentant les côtés suc- 
cessifs d’une ligne brisée polygonale inscrite dans cette I’, on aura quel 
que soit g 

> US VAT EEE? 
q 


. pour tout Z intérieur à A, puisque avec les hypothèses faites sur A, on 


peut recouvrir A avec des I dont les tangentes en A font avec AO, et 


de part et d’autre, un angle <3 — 7 (n positif convenable). 


On a done bien prouvé que la série convergente > IR,(Z)—R;:(2)| 
uf 
(est uniformément bornée dans A quel que soit q. Elle n'est pas uni for- 


mément convergente dans A car, si grand que soit n, on peut trouver 
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dans A un point €, (tendant vers + 1), antécédent d'ordre » du point ¢ 
de A, ott 

Ry (En) — Bnsi(S—n) =§ —R(C) =a Fo, 
c'est-à-dire qu’aussi grand que soit z, le terme | R,(Z) — R;:,(Z)| peut 
en un certain point de A, acquérir une valeur fixe AAO, ce qui 
contredit la convergence uniforme. 


6. La série Za,R,(Z) possède done aux points doubles répulsifs 
situés sur le cercle fondamentat € la propriété dite théorème d’Abel pour 
- les séries entières. Elle converge aux points doubles répulsifs et sa valeur 
est limite de la valeur en un point intérieur lorsque ce point tend vers le 
point double sans devenir tangent à la circonférence. 


La démonstration précédente nous a prouvé que à IR, (2) — Ra (2) 


q 


2 


étant uniformément bornée dans A, la série Dd en| R.(Z)— Rn (Z) 


0 
est uniformément convergente dans A, lorsque lime, — 0. Il en résulte 


r= 
encore, en remontant la série des équations (3), (2) et (1), 
que > a, R,(Z) est uniformément convergente dans A, ce qui est un autre 


0 
aspect du théorème d’Abel rappelé pour les séries entières. 


7, Remarquons maintenant que, si 0 est un point double, et © un 


antécédent d'ordre # de ce point double [R,(Q = 8], la série Yak. 


0 


se réduit à 
k Ri 


i n ce 
> An Ra) +> Ai R,(0) Se anRa(E) + DATES 
0 0 0 


laquelle est convergente. Donc, en tout antécédent d'un point double 
situé sur ©, la série a, R, (2) converge. Et l’on sait (Préliminaires) que 
les antécédents successifs d’un point quelconque de € forment, dans 
le cas présent, un ensemble partout dense sur €. Il existe donc 
sur € un ensemble partout dense de points de convergence de Ya, R, (2), 
à savoir, tous les antécédents des points doubles répulsifs. Mais cela 
ne suffit pas pour affirmer la convergence de Za,R, sur tout €. 
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8. En effet, l'hypothèse ¥ Xa, convergente ne suffit pas à assurer la 
convergence aux points de tous les cycles répulsifs. Considérons par 
exemple une fonction R(Z) pour laquelle les points + 1 et — 1 forment 


un cycle d'ordre 2 et prenons a,— EL Alors Xa, converge tandis 

qu'au point Z=+1o0naR, = (—1)"; done Za,R,(+1) =e qui 

diverge. Il faut donc des hypothèses supplémentaires sur Xa,. 
Envisageons un cycle d’ordre n formé des points Z,, 2, ..., Zn. 


On a 
Z,=R (2; ), Z,—R(Z,), heey Te CLs Z,=R(Zn), 


et chacun des Z; est un point double répulsif pour 


[Z | R,(Z)|, LE R, (Zi), 
Date ROME RIZ der arte 


Envisageons les séries 


co D 
hy + An E an +. pa Un en posant Si D Un; 
k=0 k=0 
i] P 
\' PS 
dE dnty + dant Fes D ds ? Sp Ain+\ > 
k=0 k=0 
P 
N “= 4 
On| Gen Te. => Akn+(n—1) » se = Akn+-\n—1)* 
k=0 k=0 
Au point Z, on aura 
pn+(n—t) 
> ay Ry (Zi) = Z,s, + Lis rte. Ê + Zn57 ! = Spn+ne1 (24) ER VAS" 
B=0 
au point Z, on aura 
pn+(n—1) 
Ne ER ER OA 
> au Ry(Z:) Se ca Z35, +. aoe Z,s, a Spnin1 (Zz) 5, (Zz), 
H=0 


au point Z, on aura 


pn+(n—1) 
be >» tty, Ru (Zn) = Zns) + Ly sh. Lui UE Span (Zn) = 8p (Zn). 


p=9 
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La convergence de DAT aux points Z,, Zo, ..., Z, exige que les 
0 


seconds membres des équations précédentes aient des limites finies 
lorsque p devient infini. 
4 : ; a A = 4 0.54 
Or les équations, envisagées comme des équations ens,,s,,...,5, 


admettent le déterminant classique Ge 
Z, Z, sas Ln 
YES ORT lA 
has EF 
AY Hana Dae tt te 


et lorsque d# o (cas général), il est clair en écrivant les formules de 
Cramer qui donnent les 5%, s,, ..., 8” ' en fonction linéaire des 
deuxièmes membres s,(Z,), ..., 5,(Z,) que l'existence de limites finies 
pour les deuxièmes membres entraîne l'existence de limites finies pour 
les inconnues, lorsque p devient infint. Les séries 


Co) 


Ù Aknay (v= 0, 1,;.:., n—t1) 


k=O 


sont alors convergentes. Donc, dans le cas général, pour pouvoir affirmer 
la convergence de Xa,R, aux points de tous les cycles répulsifs 


; + — 
d'ordre n, il faudra supposer convergentes les n séries DU ds 


kno 


n° 


(v=0,1,...,2—1) formées en prenant de » en nlestermes de Ya 


0 


Il est clair, par exemple, que si Ya converge, toutes les séries 


0 
2 


Ds convergent, quels que soient » et y, et Xa,R, converge alors 
1) 


uniformément sur tout @ car (R, = 1 sur tout €. Peut-il arriver que 


(') Y a-t-il des exceptions? La convergence en tous les cycles répulsifs 
d'ordre # n’entraine-t-elle pas toujours la convergence des n séries précédentes ? 
Nous n'insisterons pas ici sur ce problème. 


Ame CROP 


cae 5 


Nu 
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toutes les séries D a soient convergentes, quels que soient n et y 
k=0 


sans que > |a, | soitconvergente? C’est une question sur laquelle nous 
0 
n’insisterons pas ici. 


9. Nous nous contenterons simplement, dans l'hypothèse où les n 


co 


D Aire CU ONU PE), 


k=0 


convergent, d’étendre aux points de tous les cycles répulsifs d’ordre x 
le théorème d’Abel généralisé précédémment aux points doubles 
répulsifs. 

Z,, ...,2, étant les points du cycle considéré on aura pour |Z| <1 


na æ 


F(Z)— D aki(Z) =>) Gin Rin(Z) 


0 k=0 


+ Sain +4 ere (Z) Sexo +» An Ein =) ee Ae 


R—=0 k==0 


Supposons que Z tende vers Z, en restant à l’intérieur d’un angle &, de 

sommet Z, de bissectrice OZ,, d'ouverture 2(2 — 1) <7. En posant 

R,(Z) =0(Z) la première des Z précédentes sera D Gin Pl Z) et 
= 0) 


puisque Z, est point double répulsif de o(Z) il résulte de la démons- 


tration faite que D aimer (Z) converge uniformément dans tout 
== 0 
domaine A intérieur à €, aboutissant à Z, par l’intérieur de l'angle &, 


Le] 


et tend vers | Z, Yew) lorsque Z tend vers Z, par l’intérieur de C,. 
kS0 I: 


De méme pour 


ce 


> Akn+1 Rinses (Z ) => Akn+1 yal R(Z | 


a0 k=0 


Ann. Ec. Norm., (3), XLVI, — DÉCEMBRE 1931. 58 
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puisque alors R(Z) aboutit à Z, par l’intérieur d’un angle curviligne CL, 
transformé de ct, par R(Z), de sommet Z,, de bissectrice OZ, 


d'ouverture 2(2—n) égale à celle de &,. Le mème raisonnement 


s'appliquant aux » séries partielles en lesquelles on a décomposé #(Z), 


il résulte bien que la série D'aiR,(Z) converge uniformément dans À 


et a pour limite Sak.(Z,) lorsque Z tend vers Z, par un chemin non 


tangent à € (chemin compris dans &, pour 7 assez petit). Et le rai- 
sonnement fait pour Z, se répétant identiquement pour tous les Z; il 
résulte que le théorème d’Abel généralisé est encore vrai pour les 
points de tous les cycles répulsifs d’ordre.n sous l’hypothèse de la con- 
vergence des n séries 


2 


> Arn+v (DE ONE Len). 


k=0 


Mais d’ailleurs, on a vu que, si ¢ est antécédent d’ordre # d’un point 


double répulsif 6[R,(C) = 9 = R(4)], la série ay as R, converge en ©. 


Ecrivons-la 


EE a 
F(Z) =a, (ZL) + Ÿ are Raul Re (Z)|. 
wo re 0 
D’après ce qu’on a vu, RATES R,(w) converge uniformément dans 
n=0 
tout domaine A,, intérieur à €, aboutissant à 4 par l’intérieur d’un 
angle & de bissectrice 09, d'ouverture << 7. Il en résulte : 1° que 


na 


> 


D'un Ra [ Ri(Z)] et par suite yi a, R,(Z) converge uniformément dans 


1 =0 0 


. 


tout domaine A, intérieur à €, aboutissant a € par l'intérieur d’un 
angle & de bissectrice OÙ, d'ouverture <x; 2° que F(Z) tend vers 


à Pr. ; 2 were ‘ are 
> 4a,.8,(0) surtout chemin aboutissant à € par l’intérieur de &. Le 


0 
théorème d’Abel généralisé est done vrai pour tous les antécédents des 
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points doubles répulsifs et une démonstration analogue sous l'hypothèse 
de la convergence des n séries 


> nv (y = 0, 1 (IR 
k=0 


.., À —1) 
montre qu'il est vrai pour les antécédents de tous les cycles répulsifs. 


10. Au contraire, sans l'hypothèse de la convergence des séries par- 


tielles précédentes, on a vu que S'a,R, (2) peut diverger aux points 


0 


Â . = ae 
d’un eycle répulsif. En reprenant l’exemple a,=1, ees 


R admettra toujours un cycle répulsif d’ordre 2 formé de deux points 
distincts Z, et Z, ; au point Z, on aura 


n=2p-+-1 P P P D 
: I à! I 
Set Set atti LS 
h=0 k=0 k=0 a! K==0 
P P 
Il est immédiatement visible que > : > — ayant une 
es Imme y 7] q , ar Ware y , 
eet c— 


Pp 
re . : ‘ : ene if = 
limite finie lorsque p devient infini, la quantité Z, >. =z — Z; 

{Sc k=0 
n’aura de limite finie, pour p —+, que siZ, = Z,, ce qui n’est pas le 


cas ict. Donc en Z, et en Zo, la série S'a,R,(Z) est alors divergente. En 
un point quelconque €, antécédent de Z, d’ordre p, [R,(C)=4Z, |, la 


série S’écrira 
2 DEA 


Di axR4(E€) +>) Ap+ 1 Rx (Zy ) 


n= 0 k=0 
an 


et par conséquent divergera puisque D apRa(Zi) diverge. La série 


R60 


proposée Da he converge donc sur € aux antécédents de tous 


les points doubles répulsifs, mais diverge aux antécédents de tous les 


Fe Fa Te rpulifs d a sp 2e Ces deux ensen pl 


_ partoute denses sur €. On voit que ue I 


_ment convergente, les points de c nve 


_ être abat mélés sur €. (1 
de plus près la mesure de l'ensemble où la série col 
l Rire) où elle re EE 


à sr" 
~ 
+ 


11. Dans ape ce qui eechdoy on a supposé que : Z Aron vers un ee 
point. de cercle €, en restant intérieur à C. Mais on peut démontrer rage 
les mêmes propriétés lorsque Z tend vers un point de €, en restant Ar 
extérieur à €, en supposant d’abord «+ o et par conséquent Boo. 3c tion 

Reprenons le point double répulsif A(Z= +1) et envisageons la 
fonction méromorphe f(z) de Poincaré, telle que | 


flo)=+1, f(o)=+ 3, fes) =R[f(&)}, 


done au n°3. Lorsque 3 est à droite de Ne axe imaginaire R(L)> Ox Sie 
Z est extérieur aC. ; $ 1 (NCUCES 

Quels sont les pôles des R,(Z)? ce sont les antécédents successifs 
de Vinfini par [Z|R(Z)], ils ont pour ensemble limite le cercle € 
(A = 1). Considérons les pôles 3,, 52, ..., 3;, ... de f(z). Ils s’ac- 
cumulent vers l’infini, et d’ autre part les rayons Oz, n'ont pour limite 
que l’axe imaginaire, car, au point de vue de l’itération, la valeur Z =< 
ne se distingue pas de toute valeur finie Z, extérieure au cercle fonda- 
mental, puisque, par hypothése, B, point double attractif de R( |Z) exté- 


FT rieur à C est à distance finie. Envisageons d’ailleurs, à l’intérieur de 
Ex > la région || Cr (r assez petit) qui par Z = f(s) se transforme d’une 
ee... manière biunivoque en une aire fermée entourant A, un quadrilatére 


curviligne 2” limité : 1° par 2 cercles de centre O de rayons r, et 
ror; 2° par deux demi-droites issues de O faisant avec l’axe réel 


. TT Aou of Q \ = 
positif l'angle = — 1 de chaque côté, il correspond à à’ une aire A’ du 


plan Z toute extérieure à €, et dont les conséquentes successives ont 
pour limite le seul point : Ces aires conséquentes sont les valeurs , 
que prennent f (53), (53), ... dans 6", donc, pour passez grand, les 
valeurs dans 0” des Fos) se > p sont intérieures à un petit cercle 
de centre B; elles sont done finies : or ce sont les valeurs prises par 


Lik ie une ares ur r, invariante in 7 | tak unis- 
L= “Ae à Po Bu et au Pts sur I’ sont tous les pee 


eat fini ene Ce, al n y a qu’ un nombre “fini ee ces 
ptionnelles aboutissant en A dans un angle ne contenant 


1 den itive tout point Ly ace à C peut être uni à À par une 

L | général une infinité de courbes analytiques I [images par 
J (2) des demi- droites unissant O aux racines de f(z) =Z,]; il 

an un none en aboutissant en A dans un es ne contenant 


| ee ciesone un secteur A’ extérieur à €, de sommet A, de rayon 


p21 
ssez petit, limité par deux courbes Tissues de A et faisant avec le 


ee OA prolongé, de part et d’autre, l’angle (En). I ne contient 


- qu'un nombre limité de I exceptionnelles. Ces T° exceptionnelles con- 
res tiennent tous les antécédents de Z =o situés dans A’, c sr a-dire les 
: aS des R,(Z). En effet, f(o” z)=R,[/()], prouve qu’à tout Z, tel 
— que R, nite) = a= oe Pores vient par Z, = f(z) des points z;' tels que 
les 6,3!" soient des poles de f(z)|.Donc A’ contient une aceite d’anté- 
ss . gee de Z=o mais alignés sur un nombre fini de courbes exception- 
ce nelles. Il est possible alors d’isoler ces l exceptionnelles et de consi- 
_ derer des secteurs A, de même type que A’, mais ne contenant aucun 
| pôle des Re: La somme des ouvertures en A de ces secteurs sera aussi 
_ voisine qu ’on le voudra de l’ouverture de A’. 


ABS Tl est alors visible que pour un secteur tel que A,, dont les 
| frontières 1 ne Bont pas exceptionnelles, et qui ne contient aucune [ 
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exceptionnelle, la longueur totale, de A en 8, de toutes les I’ qui le 
traversent est bornée supérieurement (!). Par suite la série 


D Ru CZ) — Pur (2) |, 
0 


converge dans A’ et sa somme est bornée quel que soit Z. Un raisonne- 
ment analogue à celui des n° 4, 5et 6 prouve que 


a” 


De | Bx (Z) — Rin, (Z)4 


0 


converge uniformément dans A’ lorsque lim ¢, = 0, et il en est deméme 


pour + anRa(Z), c’est-à-dire que le théorème d’ Abel s'étend à l'approæi- 


0 
mation du point double répulsif A, par un secteur extérieur à €, ne con- 
tenant pas de pôles des R,, et qu’on a appris à former au n° 12. 


14. Le même théorème s'étend. a tous les antécédents des points 
doubles répulsifs par le raisonnement fait au n° 9 (in fine). Sous l’hy- 
pothése de la convergence des n séries 


n 


> Aknay a von Py 


k=0 


il sera encore vrai pour les antécédents de tous les cycles répulsifs 
d'ordre n, lorsqu’on approche un tel point par l'extérieur, en restant 
dans un secteur qui ne contient pas de pôle des R,(Z) comme on l’a fait 
au n° 13. 


ee 


Oo? LEA ===, OOF 


' 


15. L’étude précédente est valable sous / ‘hypothèse générale Xa, con- 


(‘) Lorsqu'on remplace Z par la sphère de Riemann classique, le point Z= 
devient le pôle de la sphère et joue dans l'itération exactement le même rôle 
que les autres. Toutes les courbes invariantes T ont alors une longueur finie et 
toutes celles qui abordent le point double A dans un angle ne contenant pas la 
tangente ou cercle fondamental ont une longueur totale inférieure à une limite 
Jive. \l wy a plus de courbes invariantes exceptionnelles sur la sphère, 
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vergente laquelle, comme on sait, assure la convergence de Xa,R, (Z) 
en tout point intérieur ou extérieur au cercle fondamental, à condition 
que «>< 0 et par conséquent 3 4 c. 

Supposons maintenant « = 0 et par conséquent $ =o. Tout ce qu'on a 
dit précédemment, lorsque Z est intérieur à € est encore valable sous 
l'hypothèse Ya, convergente. On sait, il est vrai, que cette hypothèse 
n’est plus nécessaire pour assurer la convergrnce de La,R,(Z) à l’in- 
térieur de €, cette convergence n’exigeant plus alors que la conver- 
gence de LZa,s", s étant le multiplicateur du point double 


== 6 NT 


supposé d'abord £ o. Mais il ne peut être question de convergence en 
un point double répulsif situé sur € que si La, converge. Il n’y à donc 
rien à ajouter dans le cas présent. Le théorème d’Abel s’étend aux 
séries Za,R,(Z) lorsque Z tend par l’intérieur de € vers un point 
double répulsif situé sur €, sous l'hypothèse Xa, convergente. Il n’en 
est pas de même lorsque Z est extérieur puisque Ya, sere ne 
suf fit pas à assurer la convergence de Ea,R, à l'extérieur de €, la con- 


dition nécessaire et suffisante étant, pour 6 =o, que a =; converge, 
lorsque 5,540, s, étant le al ey du point double Basco. On 
sait d'ailleurs que s, = lim Roz à TS - Mais, en considérant le symétrique 
U de Z par rapport à € le principe de la FRS e prouve que R(U) et 
R(Z) sont aussi symétriques par rapport à €, par suite 


re re | 


tandis que 


Si Z tend vers l'infini, U tend vers zéro, lim . ls, multiplicateur 


de «= o, il en résulte que sets, sont deux nombres complexes conjugués, 
ils sont simultanément nuls ou simultanément différents de zéro. 


a , . 
La convergence de De nécessaire et suffisante pour la conver- 
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gence de Mak, à l’intérieur de € entraine donc la convergence de 
0 


ZE! a, | et par conséquent la convergence uniforme de Za,R, sur tout €. 
Peut-on alors étendre le théorème d’Abel, lorsque Z tend par l’exte- 
rieur vers le point double répulsif A, Z=+1, situé sur C? 

Tout d’abord il est presque immédiat que tout ce qu’on a dit au 
n° 11 des courbes invariantes I unissant à A un point Z, extérieur à € 
est encore vrai ici('): un tel point Z, extérieur à C et à distance finte 
peut étre uni à À par uneeten général une infinité de courbes analytiquesT 
invartantes par | Z|R(Z)]; n'y en a qu'un nombre fini aboutissant en A 
dans un angle ne contenant pas la tangente à €. Toutes les courbes T 
aboutissent à l'infini. Les courbes I exceptionnelles seront ici celles qui 
contiennent les antécédents de Z = x pôles des R,(Z), etaussi (voir Acta 
mathematica, t. 56, n°3 du Chapitre Il) comme les antécédents d'ordre 
un de l’o sont en nombre fini, il n’y aura, comme au n° 12 qu'un 
nombre fini de courbes exceptionnelles aboutissant en A dans un angle 


de bissectrice OA d'ouverture 2 (£ —%) » il est donc possible de consi- 


dérer, comme au n° 12, des secteurs A, de sommet A, de rayon assez 
petit, limités par deux courbes non exceptionnelles issues de A, et 
ne contenant aucun pôle des R,. On isolera pour cela les l exception- 
nelles par des petits angles curvilignes limités par des T non excep- 
tionnelles. Envisageons un tel secteur A et supposons que Z y soit 
contenu : c’est l’image d’un certain secteur 2, du plan z de sommet O, 
limité par deux demi-droites du demi-plan R(s) © 0, = et Z se corres- 
pondant par Z= f(z), f(z) fonction méromorphe de Poincaré. On 
peut toujours supposer 2, limité, en outre, par un are de cercle de 
centre O, de rayon r assez petit, pour que À’ et à, se correspondent 
d’une manière biunivoque. Alors A’ sera limité, outre les deux courbes 
frontières I par l’image de cet arc de cercle. Nous désignons par 5 le 


(‘) D'ailleurs, à cause du principe de la symétrie, par deux points Z et U 
symétriques par rapport à € passent deux courbes I, invariantes par [Z | R(Z) |, 
symétriques l'une de l'autre par rapport à €. Les T extérieures sont donc les 
symétriques, par rapport à €, des T intérieures et les T exceptionnelles sont les 
symétriques des F intérieures contenant les antécédents de l’origine. En parti- 
culier, si R(Z) = 7, il n’y a pas de T exceptionnelles. 


MÉMOIRE SUR L'EXTENSION DU THÉORÈME D'ABEL. 465 


multiplicateur (> 1) de A en sorte que f(cz) —R[/(s)]. Dans’ nous 
envisageons la partie comprise entre les cercles de rayon r et =» nous 


Qu . 
l'appelons 9, comme au n° 41. Il lui correspond, dans le plan Z, un 
quadrilatère curviligne A’ intérieur à A’. à, peut être engendré par les 


antécédents successifs de ¢’ (2,2, se ) et de même A’ est engendré 


par une famille d’antécédents successifs (Z,Z,,2 :, ...) de A" conve- 
nablement choisis. On prendra toujours la branche de Z_,=R_,(Z) 
qui est égale à 1 pour Z—+1 | laquelle e:t holomorphe dans A’ (de 
rayon supposé assez petit) | pour construire les antécédents successifs 
de A’, lesquels, par leur ensemble, recouvrent A’. 


17. Ces préliminaires posés, nous allons montrer que, sous l’hypo- 
a ax Ps wee Ve. 
thèse DE convergente, le théorème d’Abel s'étend ici à Vapproxima- 
on 
tion de A par l'extérieur, dans le domaine A,. Nous allons démontrer 


que > a,K,(Z) converge uniformément dans A’ et que par conséquent 


0 


6 A 4 3 : 4 
la limite, pour Z = + 1, dans Ai, de sa somme est bien Dre 
0 


Envisageons la différence 
d=) al Ba (2) eon |. 
Il faut montrer que pour |Z—1| <7, dans A\, ona|o|/<e. 


, ; a Danny 
L'hypothèse faite, convergence de > > peut s'écrire 
| 


avec 
e, tendant vers zéro. Nous écrirons alors 


ea} 
Ô >, (or —= Tn— )[ st R, — Oy ie 
0 
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et 
a (On Tn—1 ) (si R, — ST A 
0 
ttl 
= es Ry— sh! Rey, — sh - sft! |] + 0, (8 Ra — 51). 
oa = I as I : 
D'autre part, si l’on pose L= >) R(Z) = Ty? e est une fonction 


rationnelle à cercle fondamental €, pour laquelle l'origine est un 
point double attractif de multiplicateur s,. J'ai démontré [| n° 3 du Cha- 
pitre II du Mémoire Sur la convergence des séries Êa,R, (Acta math., 
t. 56)] que, F(Z) désignant la fonction de Kœnigs de ¢(C) relative à o 
[F(o(C)) =s, F (C)], on peut écrire, dans tout domaine extérieur à € 
etne contenant aucun pôle des R,, 


siR;(Z) = PESTE 
oy a 
ou 
Pan (6) = oy Fos + FP O92 FP), 


la fonction D étant holomorphe pour s”F <r suffisamment petit, et 
tendant vers % pour n=. D'ailleurs les poles des R, correspondent 
aux zeros des p,, lesquels sont les zéros de F; par hypothèse il n’y ena 
pas dans A, ('). 


On a donc 
lims"R,(Z) = =, iret ===; 


= me F2) 


et par suite en tout point de À 


Lh 


< S ky ' 
19) =) oi Is *R, a wih | re, — ts + HE | lit 


Ü 


S 
F(¢) 


Remplaçant 5, par S + 2, à partir d'un certain rang p il vient, en 


| Jans A’ à Hie ter n RE | te à - ‘ 
(‘) Dans 4”, Ge particulier, F(¢)—=F (z) est holomorphe et 0; done, 
<|F| <M. 


dans A, m < 
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posant 
oye RAS es sise 4 he is 
p-i- 
5 D do ne . 
; k=O k= =p 
Mais 
q 
po ups Ry — 5 — SUR, + sft! 
k=p 


et par suite 


20 


rep) Ga NE MES I 
> n= hy si Fe)’ 


k=p 


ce quidonne, en définitive, 


M 


b= Soeur +5(s/ R,—5/) eS a 


re 0 k=p 


18. Désignons par ¢,, t2, t, les trois termes du second membre, dans 
l’ordre où ils se présentent. 

Il est clair que limw,= 0 lorsque Z tend vers 1 dans A; par consé- 
quent, p étant choisi fixe |Z — 1| << n entraine |t,| < ¢,|t,|<e. Reste 
à montrer que, quel que soit Z dans A’, on peut choisir p tel que 
|t,| <<. Raisonnant alors comme au n° 2 vd nous suffira de prouver que 


> | uy 


q 


reste bornée quel que soit q entier et Z dans A,. Nous prouverons 


na 


pour cela que > | u,,| reste bornée dans A. 
0 


Or 


PHARES EUR Eee si! |. 


t 


Donc 
ZimisDia- Le S ve) avec Oras COUPE 
k=0 k==0 


Or 


K+ ed gpl ee Si 
DIF CAE 


RQ 
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est indépendante de Z. Il suffit donc de montrer que » | v,| est bornée 
0 


quel que soit Z dans A. 


n 


19. Pour cela nous montrerons d’abord que p.(Z)= ps |e, | est bor- 


0 
née dans A” et nous en déduirons facilement qu’elle est bornée aussi 
dans tous les antécédents de A; qui engendrent A, ('). 


Considérons donc 
ves 3 Re a ree 


Quel que soit Z dans A’ on a, dès que # est assez grand [ SF | <r], 


RTE ni 
124 


Fiz(¢) = F2@[ s*F], 
 holomorphe dans 55 F|<r et tendant vers «, lorsque # devient 
infini, 

ae L I ne CAMES mei StF se 
FLE Fist Py, (ESF + st Fray) 

Do ES Dis ir) D(siF)] 

CCE TS DR ae ey, 


fx 


» 


Donc, lorsque & devient infini, on a, quel que soit Z dans A’, puisque 
dans A, il n’y a aucun pôle des R,, c’est-à-dire aucun Z annulant F, 


, Vk 
lim I, 
k= SO. (Si —1) 


Il en résulte que, quel que soit Z dans A’, on aura pour #2p,, po 
étant choisi assez grand, 


À étant une constante supérieure à 1 et aussi voisine de 1 qu'on le 


— 


(‘) Nous aurions pu opérer d’une facon analogue pour démontrer, aux n°s 3, 
HE 


h, 5, 13, que 2 [R;-—R,_, | est bornée dans A’; nous avons préféré la démons- 
0 


tration directe plus élégante, 


Déni nc 


MÉMOIRE SUR L'EXTENSION DU THEOREME D'ABEL. 469 


voudra. Donc 


Ds eae anes aie 
k=py is 


Pom 
quel que soit Z dans A". Il en résulte bien, > |#:| étant évidemment 


0 


bornée dans A’, que i 'v;,| est uniformément bornée dans A’, 


4 0 
ce que nous écrirons 
p(z) <M dans A’. 


20. Z étant dans A’, Z_,, choisi comme on l’a dit, sera dans l’anté- 
cédent de A’ qui touche A’ dans A. On a 


(Ze) = D PÉRU ys Be (24) = Zo 5 7 


k=0 
+ Yi [st Py, (Z) — sh Ry (Z) |, 
1 
puisque 
Ry (Z_,) = Ri (4). 

Donc 

p(Z4)=|Z,—s,Z|+]s,|.p(Z). 
Considérons de même les antécédents Z,,Z,,..., Zn», ... dont l’en- 
semble engendre A lorsque Z engendre A, il vient 


p-(Z—n) == | SES Sn | 
a Sy | | Le Sy Loe s |e A TE | |Z, —s,Z|+ |s, |" (Z). 


Or, lorsque Z décrit A, Z_, décrit A, duquel on aretranché A’, et ilest 
clair que | Z_, — s,Z/ reste bornée dans A,; on a donc, quel que soit Z 
dans A\, |Z_,—s,Z| <2’ et par suite |Z_,—s,Z.4,|< 4 quel que 
soit aussi Z dans A’. 

Il en résulte que 


BA Zon Niels). | sh |] fs. M 


et, quel que soit n, et quel que soit Z dans A’ 


14 
MEN EL 


1 —|s,| 
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ce qui revient à dire que, quel que soit Z dans A,, ona 


. ’ ! $ A 
et par conséquent > |, | est bien bornée dans À\; il en est de méme de 


0 ‘ 


> | u,| qui reste << ON dans A\. 


21. Il en résulte que p peut être choisi assez grand pour que # > p 


entraine |e4| < 


© et par suite 
or 


| î € ! Se 
> |ExUx| < Si > (up| <<e, 
k=p : Pp 
c’est-à-dire |t, | << ¢ et par suite 
|d| <3e, 
. Pr 5 N . 7p = 
et ceci démontre bien a la fois la convergence uniforme de Sank, 
0 
dans À\, et la continuité de sa somme lorsque Z tend vers A sommet de À. 


Le théoréme d’Abel est donc, ici encore, étendu aux séries Y'a, R,(Z) 


0 
aux points de © qui sont points doubles répulsifs de [Z| R(Z)], par 
suite aussi aux antécédents successifs de ces points doubles, et sous des 
restrictions analogues à celles introduites aux n° 8 et 9 sur la conver- 


oe Q inv , FI ’ tive 
gence des séries partielles Ÿ >, le théorème d'Abel s'étendra aussi 
1 


k=0 
à tous les points des cycles répulsifs d’ordre n et à leurs antécédents, 
lorsqu’on les approche, par l’extérieur de €, en restant dans des sec- 
teurs, tels que À, qui ne contiennent pas de pôles des R,(Z). 


II. —- Substitutions régulières de première espèce, à multiplicateur nul. 


19 eran LE 20. 


22. Lorsque R(Z) admet les points doubles attractifs « et 5, à mul- 
tiplicateur nul (ils sont nuls simultanément), tout ce que nous avons 


MÉMOIRE SUR L’EXTENSION DU THÉORÈME D'ABEL 471 


Slit dans les n° 1 à 14 est encore valable à condition que « £~o(dou 
6 fini). La condition Xa, convergente est alors en effet la condition 
nécessaire et suffisante pour la convergence de 


(1) Sa,R(Z) 


dans le cercle € et hors du cercle €. Le théorème d’Abel s’étend sans 
autre remarque, comme aux n° 1 à 14, 


23. Lorsque à = 0, et par suite B = 2%, les choses se passent diffé- 
remment. Examinons d’abord l’intérieur de €. Le domaine de conver- 


gence de (1) 
2a, Rn(Z) 


dans € peut n’étre alors qu'une partie de €. D’une façon précise, si 
F(Z) est la fonction de Bôttcher de l’origine (voir Acta, t. 56, Chap. I, 
n° o, et Chap. II, n° 4 et suiv.), telle que 


Fi(o)=0, Fi(o)o et  Fi[R(Z)]=[F(2)}, 
sous la condition que, à l’origine, 


PAR (0) == ts RP (0) 0 et R) (0) = Elo) 0, 


et sip, est le rayon de convergence de la série image 


(x) = Ai (sy > an”, 


la série (1) convergera dans € aux points définis par |F,(Z)| <9. Si 
0,21, la série (1) convergera dans tout ©; pour étendre le théorème 
d’Abel à l’approximation d’un point double situé sur €, il faudra en 
outre supposer Xa, convergente et dès lors ce qu'on a dit aux n° 1 à 14 
s'applique intégralement, le théorème d’Abel s'étend. 

Il n’en est plus de même si 9, <1, car le domaine de convergence 
de (1) n’est alors qu’une partie de € définie par [F, | p1. Nous avons vu 
d’ailleurs que les courbes | F, |=, constituant la frontière de conver- 
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gence de (1) dans @ étaient des coupures de Weierstrass pour 
S(Z) = ak, (Z) 
(voir Acta, Chap. I, n° 7 dz). | 
Nous avons alors, au voisinage de tout point de cette frontière, écrit 


R,,(Z) = a, F9" + FP" [as + en], 


avec «, <o et <,, holomorphe en F, tendant vers zéro, uniformément 
dans tout A intérieur à € lorsque lim nr — +. 
Il en résulte 


a ce) 


(3) S(Z) =, 4 R,(Z)=% dan Fr" +a, F?"[ ats + en |. 
0 0 0 


C2 


fee : 2h27 5 A SR 
Or la série > a, F’" converge absolument dans le domaine F,|<y¢, 


0 


! " : he Tal eon 
qui contient le domaine |F,/<¢. Done > ante [ % + ¢,] converge 


v0 
absolument et uniformément dans tout domaine |F,|£o,+e avec 
Crayne eer: Par conséquent, si, en un point Z, de | F, |=, la série 


. . a n . 
Dash, converge, il faudra aussi que +3 a," converge en ce point. A 


0 0 


la série (4) aa Fr", dans le plan F,, s'applique le théorème d’Abel lui- 


méme sur ee séries entiéres, elle converge uniformément dans tout 
domaine du plan F, intérieur à |F, |< ¢, accédant au point F,(Z, ) par 
un point anguleux non tangent à la frontière |F,|=9,. Il en est de 
même en revenant au plan Z('); dans tout domaine A intérieur à 
Fy |<9,, accédant en Z, par l'intérieur d'un angle dont les cétés ne sont 
pas tangents en LZ, à la frontière | F,|— p,, la série (4) sera uni forme- 
ment convergente et le théorème d’ Abel s'étend. On voit alors immédia- 


tement, par (4), qu'él en est de méme pour la série proposée > a,R,(Z). 


0 


(*) En effet le point F,((Z,) est pour la fonction inverse de F,(Z) un point 
ordinaire ou un point critique algébrique. 


€. me aan 
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Dans le cas présent on peut dire d’ après (4) que toutesles conclusions 
que le théorème d’Abel sur les séries entières permet d'affirmer pour 


la série Sa ki", série entière en F,, sur son cercle de convergence, se 
0 


transportent immédiatement à la série (1) sur sa frontière de conver- 
sence Fy i= a, 


. Examinons maintenant l’extérieur de €. 
Ree sla fonction de Béttcher F,(Z) du point à l'infini, pour 
laquelle,‘ autour de l'infini, on a 


PHZ) = Se os Ayo. et ~ Fi[R(Z))=[F,(Z)P, 


ear ici, on a, à l’infin!, 
Ri ZL) 7,2? | 1+ Hol (3) (RO) 


(A cause de la symétrie par rapport à € le nombre p est le même pour 
l'infini et pour l’origine.) 
Le domaine de convergence, extérieur à €, de 


C2 


(1) Sank (Z) 


0 
ee 


hr me ’ ba = aT 
est défini par |F, | > 0., 9, étant le rayon de convergence de Gas EF, 
0 
Là e x 6 I 
lequel est évidemment, d’après 23, p, = = 
| 


Tonsque? >1('), ilyadonc, hors de €, une région de convergence 
pour (1), limitée par € et par les courbes | F,| = + Hors le cas où 
R(Z)==r,Z4, l'œauneinfinité d’antécédents admettant € pour ensemble 
limite. Il y a en/finité de courbes fermées |F,|= = enfermant à leur 


intérieur tous ces antécédents qui sont les pôles des R, (voir Acta, 


(1) Lorsque p, £1 onap,21et par suite (1) ne converge en aucun point exté- 
rieur à @. Le problème ne se pose donc que sip, > 1. Et, dans ce cas, il ya con- 
vergence uniforme de (1) dans tout l’intérieur de € et sur € elle-même. 
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n 


t. 56, Chap. II, n° 8). Le domaine de convergence de Sa.B,(Z) hors 


, : 9 
de € présente donc, pour 9, >1, l'aspect d’une écumotre dont les trous 
s'accumulent vers tout point de €. I faudra done, d’abord, examiner dans 
quelles conditions on peut s'approcher d’un point double de [Z| R(Z)] 
situé sur € en restant, hors de €, dans le domaine de convergence de (1). 
Au contraire, par des raisonnements analogues à ceux du n° 23, on 
verra aussitôt que lorsque Z reste dans un domaine A aboutissant à un 


point Z, d’une courbe 


A I Ay pe * 
Wa a= ion la série (1) est supposée converger, 
| | 


A ayant en Z, un angle non tangent à la courbe, il y aura convergence 
uniforme de (1) dans A et extension du théorème d’Abel. 


25. Soit maintenant A(Z=-+1) le point double répulsif, situé 
sur €, vers lequel va tendre Z en restant, hors de €, dans le domaine 
de convergence de (1). Tout d’abord, le raisonnement fait au n° 16 
prouve que les invariantes exceptionnelles [passant par les pôles des 
R,(Z)] aboutissant dans un angle de sommet A et ne contenant pas la 
tangente à C sont en nombre fini; on peut done construire, comme au 
n° 16, un secteur A,, de sommet A, limité par deux courbes inva- 
riantes [non exceptionnelles, et engendré par les antécédents suc- 
cessifs d’un quadrilatére curviligne A’ ne contenant aucun antécédent 
de l'infini, c’est-à-dire aucun pôle des R,(Z). Or, les zéros de F,(Z) 
sont et sont seulement les antécédents de l'infini. Dans A’, F, analy- 
tique n'a pas de zéro, donc, dans A’ | F,| > m(o<m<1). A cause 
de la relation 

; F,[R(s))=[F.(Z) 
et par suite ' 
P.[R,.(Z))=[F.(Z)/" 


on aura, dans un domaine antécédent d'ordre n de A’, 


| F(Z) | > m?", 


et il est clair que, pour r > n,, on aura 


LR CR à 
Ua (car p, > 1). 
\ 
Di 


LE 
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Par conséquent, les domaines antécédents successifs de A’ appar- 
tiennent dès que l’ordre d’antécédence est > n, au domaine de conver- 
gence de (1), et par suite, en ne considérant que ceux dont l’ordre est 
n>, On aura un secteur À, aboutissant en A, limité par deux courbes 
invariantes I’ non exceptionnelles et par une troisième courbe suffi- 
samment voisine de A, ce À, est tout entier dans le domaine de con- 
vergence de (1). C’est dans un tel secteur que nous ferons varier Z 
pour le faire tendre vers A. Ce n’est pas restreindre la généralité que 
de supposer, comme on le fera dans la suite, que A; lui-même appar- 
tient au domaine de convergence de (1), c’est-à-dire n, — 1 dans le 
raisonnement précédent. 


26. Nous montrerons maintenant que la série 


n 


(1) | Sak, (2), 


0 


a 


converge uniformément dans À, et que sa somme a pour limite Da 
0 


lorsque Z, dans À,, tend vers A. 
Envisageons la différence 


C2 


3=Y CA EVA NES 


et montrons que, pour |— 1|<%, dans À,, on a || ef la conver- 
gence uniforme dans À, de cette série ¢ entraine celle de (1)]. 


Par hypothèse la série > a converge en tout point de A’. Nous 


posons 


71 


Vs, +e 

FORTE <5) 
D 

0 


s étant la somme > a (c’est une fonction holomorphe de Z dans A, ), 
5 2 


et <, tendant vers zéro pour / = en tout point intérieur à A,. 
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Il vient successivement 
DY ak Vp pk Pa gpk pk 
=>, pa RAF Fe‘) = ay) (Ry— 1) +> (52 Sia) (HES Fe") 
0 eS 1 


=a,{R,—1— BR, Ff + FS] +Ÿ sl Ry Fst — Res, Fett FO FE] 


s 


1 
is sh, (0), 


en se rappelant que l’on a, pour n assez grand, en tout domaine exté- 
rieur à € ne contenant pas d’antécédents de l'infini, et par conséquent 


‘dans À, 
_ hs (F7) 
R= Fe" 2 
h,(u) holomorphe pour |u| <r, et h,(0) 0 [voir Acta, t. 56, n°7 du 
Chapitre Il) et par suite limR, FZ" = A, (0) en tout point intérieur à A,, 


nan 


car limF“” =o en un tel point on a enfin, avec 5, — 5 + ¢,, en raison- 
2 1 3 
n= 
nant comme au n° 16 
d=a,[R>—1— R, F2 + F2] +5(R, F2—F2) 
3: ii q dnk+1 nk pk 
HD Re Fst — Ray, Fgh! — Fgh RE]. 
1 


27, Décomposant la série précédente, nous écrirons 


d=4+t,+6+h, 


avec 
= Ry —1— R, F8+ F2]=a,[Z —1— R(Z).F24 Fe}, 
Saye ae AP) | a r sp QV 
= s( RFS— FE] =[R(Z) —1].Fs. Ÿ 
q $ 
t= Si eux, 
k=) 
ENS >} Ex Ux, 
k=q-4 
avec 


up Ry Pe — Ray, Fett? For Fett, 


Pour prouver que le théorème d’Abel s’étend lorsque Z, dans A’ 


99 


MÉMOIRE SUR L’EXTENSION DU THÉORÈME D’ABEL. 477 
tend vers À, nous prouverons que la série DE esturiformément (et 


1 


absolument) convergente dans A. 
Nous montrerons d’abord qu’on peut choisir g de sorte que, quel que 
sout L dans A,, on ait ¢,| << (e arbitrairement petit positif); q étant 
ainsi choisi, et puisque u, tend vers zéro lorsque Z, dans A,, tend vers A 
[car |F,|,R,etR,,, ontr pour limite], onaura|t,|<-¢,|t.|<e, |t|<e 
dès que Z sera suffisamment voisin de A dans A’. Par suite, on aura, 
dans ces conditions, |à| < 4<, ce qui étendra le théorème d’Abel. 


28. Comme précédemment, la convergence absolue et uniforme de 


SD exter dans A, résulte de ce fait que la série 9(Z) = D | ux | est bornée 


dans A,. En effet, puisque 


is) 
re 
ne CR? 
Fy 
n+1 


et puisque, dans tout A,, ona 


1e 


AY I 
PET, 
O1 


o, étant le rayon de convergence de Za,z/', il résulte que, quel que 
soit Z dans À,, on aura pour n > n,, |e,|<e; par suite, si p(Z) << M 
dans À, on aura, dans tout A,, 


a 


DET LE > | up | EU, 


No Ny 


ce qui démontre l’absolue et uniforme convergence de Le,u, dans A,. 


29, Nous montrerons d’abord que 


a 


g(Z) => | ui |, 


0 


ee, Se Te Pics ph ae: 
est bornée dans A’. C’est un quadrilatère curviligne (vorr n° 25) ne 
contenant aucun antécédent de l'infini dans lequel on a 


m<|F,|<m'<i 
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pour lequel par conséquent, on aura, pour k assez grand (4 > ky), 


hs (Fe) 
y= Ee ’ 


h,(w) étant holomorphe en wu pour |u| <r, (assez petit) 


h,(u)=h,(0) + uh;(u), . 


h,(u) étant aussi holomorphe en w pour |u| <<7y. 
On a alors pour # > hy 


| Uy | = | hy (F2) AA pie h, (FRk*") a FR | 
= | Fg |.| bs (PE) — 1 — FRM Ay (PQ) — 1] |; 


Our > hs ona 
P 0 | Fri | < oe | pes | = oe 


quel que soit Z dans A’, par suite puisque l’on a 


|hA;(u)|<m, pour |u|<r,, 
on aura 
url <p.) Fe | avec p= 2m, + 2, pour k> ky, 


quel que soit Z dans A. 


1 


ll en résulte que la série > u, est dans A’ majorée par la série 
4 
fe > ERA, laquelle est évidemment bornée dans A’, puisque alors 
ky 
m<|F,)<m' <1. Comme chacun des u, d'indice 4 <#, est borné 
dans A’, il en résulte bien que 9(Z) est bornée dans A’, 9(Z) <M 
dans A’. 


30. Considérons maintenant les antécédents successifs de A", dont 
l’ensemble constitue le domaine A, engendré au n° 25. On voit facile- 
ment, en désignant par Z_, l’antécédent de Z ainsi choisi (qui tend 
vers A lorsque Z tend vers A), et à cause des relations 


Rx(Z-,) = Ry, (2) et FP, (Z) =[F,(Z_,)}, 


que l’on a 
Ux(Z_,) = ux, (Z) pour k>1, 
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par suite 


1 1 
9(Z_,) = 9(Z) +| Z_,F2— Fr ZF, + F,|, 
ou nous écrirons toujours F, pour F,(Z); ceci s’écrit 


o(Z_.,)=9(Z) + | u_,(Z)|, 
avec 


w= Z_, Fe! — Fe — ZF, + F, 


et l’on voit que w_, est la valeur que prend l'expression de w, lorsque 
Pon fait = —1 en y remplaçant naturellement R_,(Z) par Z_,, et 
R,(Z) par Z. 

En définissant done u,, pour & entier, positif, nul, ou négatif, quel- 
conque par la formule 


Wi RCL) Hee RL RE Bee potes 
où l’on choisit pour R,(Z), lorsque & est négatif, précisément la 


détermination Z_,, antécédente de Z qui est dans AÀ,, on aura, pour 
tout entier x positif et quel que soit Z dans A’, 


Cl Lee ee eee Cleese et] wo, |e (Le): 


Or, dans A’ on a vu que m<[F,|< m'<1; de plus on peut 
toujours supposer A, assez voisin de A pour que, dans tout A), on ait 


a avee hn: |< 179 |-A*, 


k étant une constante positive, inférieure à 1, et aussi peu supérieure 
à = qu'on le voudra, s désignant le multiplicateur (> 1) du point 
double répulsif A. Il vient alors 

RAR ER PG et FRET rie PET = na PEUT, 


ce qui donne | 
Pen nee nn 2 no At. 


Donc, quel que soit Z dans A’, et quel que soit n on aura 
nA 


I > 
ne DE <M+2ln Fee: 49) 0 


au: 


9(Z_n)<M-+2 


0 
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On voit ainsi que, quel que soit Z dans A,, on aura 


2|M,| ê 
1  —_—— —= It. 
o(Z) <M - EM > t 


comme on l’a annoncé au n° 28, l'extension du théorème d’Abel est 
donc prouvée par les points de € qui sont points doubles répulsifs de 


D" 


A A 
R(Z)] sous l'hypothèse que le rayon de convergence de > 403 


0 


[Z 


est 9, >1 et qu’on s'approche de ces points par l'extérieur de €. Il en 
résulte aussitôt que le théorème d’Abel s’étend aussi à tous les points 
des cycles répusifs de [Z|R(Z) | et à tous les antécédents de ces points, 
_sous les mêmes hypothèses et conditions d’approximation. 


III. — Les substitutions régulières de deuxième espèce. 


31. Elles possèdent un point double attractif à situé sur C et d—1 
points doubles répulsifs sur €. L'ensemble E,, situé sur €, est parfait 
discontinu. Il ne contient pas «. Le domaine A, du point attractif « se 
compose de tout le plan Z, excepté l’ensemble E,. La condition néces- 
saire et suffisante pour la convergence de £a,R,(Z) est encore la con- 
vergence de La, (car «a <o et #2). 

En la supposant remplie, on voit immédiatement que l’analyse faite 
dans les n® 1 à 14 est valable et l'extension du théorème d’Abel est 
assurée en tout point double répulsif et en tout antécédent d'un tel point 
double dans les mêmes conditions qu'aux numéros cités. ; 

La seule différence avec ce que l’on a dit aux n° 1 à 14 consiste 
dans une propriété de la fonction de Poincaré Z = f(s) relative à un 
point répulsif sur laquelle nous allons insister ici. 

Pour les substitutions régulières de première espèce, l’ensemble E,, 
étant identique à €, partage le plan complet en deux domaines A,, Ag 
dont chacun est le domaine de convergence des R, vers le point 
attractif « ou 5 qui v est contenu. La fonction de Poincaré relative à un 
point double répulsif quelconque admet deux valeurs asymptotiques à 
et 3. € est l’ensemble singulier de l’itération|Z|R(Z)|, les secteurs A 
ayant leur pointe en un point double répulsif, et où l’on démontre Ja 
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convergence uniforme de Xa,R,, doivent étre supposés complètement 
intérieurs soit à À,, soit à A; sans pouvoir contenir aucun point de €, 
du moins sous 1 "hypothèse faite de la seule convergence de Xa, 

Ici les choses se présentent différemment. Il n’y a qu'un point 
double attractif « situé sur €. Ce point est intérieur à un arc y de €, 
limité aux deux points doubles répusifs 1 et v qui encadrent « sur €. 
Cet arc y appartient au domaine A, de convergence des R, vers x. C’est 
un are contigu à l'ensemble E, des singularités de Vitération [Z| R(Z)| et 
limité par deux points de E,. On reconnaît aussitôt que, sur €, le 
complémentaire de E, est composé de + et de tous ses arcs antécédents Y_\, 
Vo, «0, Y-n, ..:. Ces arcs sont deux à deux extérieurs et sans 
extrémités communes. On voit done que deux seulement des points 
doubles répulsifs, les points et v, sont des extrémités d’arcs 
contigus à E,, les autres extrémités des arcs contigus à E, étant les 
antécédents de x et v, par conséquent n'étant jamais des points 
doubles répulsifs. | 


32. Les fonctions de Poincaré relatives à py. et v diffèrent profondé- 
ment de celles qui sont relatives aux autres points répulsifs. Par 
Z = f(z), en effet, E, devient l’ensemble que j'ai appelé &, (') pour 
la fonction f(z): c’est l’ensemble des points que les, géomètres 
appellent maintenant les points J de la famille / (z5") (¢ multiplicateur 
du point répulsif considéré). Il en résulte que, pour les points v. ou v 
l’ensemble parfait discontinu 6, est situé sur une pEMI-pROITE J issue de O 
tandis que sur la demi-droite opposée f(z) admettra la valeur asymp- 
totique ~, ainsi que sur toute autre demi-droite. Pour les autres points 
doubles répulsifs, &, s’étalera au contraire sur deux demi-droites 
opposées issues de O. Dans l’un et l’autre cas on peut, sans restric- 
tion (7), supposer que la ou les demi-droites portant &, sont portées 
par Paxe R(s) =o. [Pour les substitutions régulières de première 
espèce, et pour tout point répulsif l’ensemble &, coincide avec l'axe 
entier R(z)=o0.| 
ee eS ee ee ee 


(41) Voir (Ann. Ec. Norm. sup., 1919, 1920) Sur quelques propriétés nou- 
velles des fonctions entières ou méromorphes. 
(2) Un simple changement de z en ze” suffit pour cela. 


Ann. Éc. Norm., (3), XLVIII. — Décempre 1931. 61 
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Il en résulte que, pour les points 1 et v, un secteur du type A, à 
l’intérieur duquel la démonstration des n® 1 à 14 est valable, peut 
contenir à son intérieur des portions du cercle € appartenant au complé- 
mentaire de E,. En effet, les l'invariantes [ provenant, par Z= f (=), 
des demi-droites issues de O | issues d’un point quelconque Z de A, et 
l’unissant au point double y par exemple ont pour direction limite 
de leurs tangentes en {4 la seule demi-droite ut’ opposée à la tangente 
ut en p. à l'arc de € contigu à E, en 1. Dans tout angle de sommet k, 
d'ouverture < 27, laissant ut’ à l'extérieur, n’aboutissent donc qu’un 
nombre fini de I exceptionnelles (contenant une infinité de pôles 
des R,). En particulier, sur l'arc pv de € contenant à, il n’y a pas de 
pôles des R, : wav est une I particulière non exceptionnelle et par 
conséquent way est intérieur à un secteur du type A aboutissant en O non 
tangentiellement à t' et dans lequel l'extension du théorème d’ Abel est 
valable, comme aux n° 1 à 14. 

Pour les autres points répulsifs, il n’y a pas d'arc contigu a E, qui 
y aboutisse et l'extension du théorème d’Abel est valable dans les 
mêmes secteurs qu'aux n°% 1 à 14. 

Les remarques précédentes s’étendent aux antécédents : de p. et v 
d’une part, des autres points doubles répulsifs d'autre part. Pour les 
premiers, les secteurs de convergence uniforme de La,,R,(Z) peuvent 
contenir l'arc de € contigu à E, au point considéré: pour les seconds 
les secteurs de convergence uniforme laissent à l'extérieur les deux 
demi-tangentes à C menées par le sommet du secteur. 


CHAPITRE IL. 


LES SUBSTITUTIONS SINGULIÈRES. 


33. Elles sont de deux espèces selon que le point double indiffé- 
rent x, situé sur le cercle fondamental, compte pour deux ou trois 
racines de l'équation R(Z) — Z= 0 (voir Acta, t. 56, Chap. I, n° 7 du 
Mémoire sur la convergence des séries. . .). Les substitutions singulières 
de première espèce sont celles pour lesquelles 


? 


ee M7 AVE Ro) = Tr: R"(a)=0, R"(2)4o 
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æ compte pour trois racines de R—7Z—o. C'est un cas limite des 
substitutions régulières de première espèce étudiées au paragraphe I 
(lorsque « et B, points doubles attractifs, viennent se confondre 
sur C). 
Les substitutions singulières de deuxième espèce sont celles pour 
lesquelles 
= Fc): a): BO Oy 


« compte pour deux racines de R—Z—=o. : 

Dans l’un et l’autre cas, « est le seul point limite des conséquents 
d’un point intérieur ou extérieur au cercle €. Mais, pour les substitu- 
tions de première espèce, l’ensemble dérivé E, des antécédents d’un 
point quelconque du plan se compose de la circonférence € tout 
entière; pour les substitutions de deuxième espèce cet ensemble 
dérivé E, est un ensemble parfait discontinu situé sur € et contenant «. 

Nous examinons successivement les deux cas en commençant par 
le deuxième qui est plus simple. 


I. — Substitutions singulières de deuxième espèce. 


34. Le point double indifférent «, situé sur €, est tel que 
a=R(a), R'(a)=+r1,, Ra) Fo. 


d étant le degré de Ril ya, sur €, d—1 autres racines de R(Z) —Z=c 
qui sont points doubles répulsifs de [Z| R(Z)]. De même, R,(Z) étant 
du même type que R(Z), toutes les racines de R,(Z) — Z = o distinctes 
de « sont des points doubles répulsifs de [Z|R,,(Z)], et fournissent 
des cycles répulsifs de [Z|R(Z)]. Ces points sont partout denses sur 
E, qui est parfait discontinu. 

J'ai démontré (§ III du Mémoire précédemment cité) que la condition 
nécessaire et suffisante pour que 


na 


(1) Yd aku (Z) 


0 


converge en un point intérieur ou extérieur aC est que >) a, converge. 


ATCi-d 4-0 e540. ) 


0 
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- 


widigiren | A de ei On va montrer que le 
s’étend ici parore, 3c ‘est-a-dire que ‘ ) RO oe ) 


gre sont partout denses sur E,.) 


= BD. Considenais la Rey. aR, (LZ); en posant — 
o %= 0 . 


na 


* ¢ / 4 
à Ou = SE TV ln ere 07 


¢ RTE M 
Ab 5 


il vient : 


n—1 


> Ak n= (sx Re ) ae Sk ( Ry— A ) he sua R n+: 


Done 


an 


Saki (Z) =P (Re Ris) + 5a, 
, 0 0 } 
en tout point intérieur ou extérieur à € 


DCR Revs) = 8 Ry 5% + Yi ee (Be Rass). 
ps be 0 


0 


an 


> eke (Z) = sR, HD Rx Reh 


M : age ; 0 0 

a . - Le problème revient à prouver la convergence uni forme de Bettie 

1108 i | : Ay ex (Re Ray.) 3 
Che) , 7 0 


= 


dans le secteur A précédent. M suffit pout cela, comme on l'a vu maintes re 
fois antérieurement, de montrer que la somme | 


D ZT | RelZ) — Bars (2)| : i ; : cs À 


est uniformément bornée dans A. 


FINS 
SL >) 
Lt 
| 
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Sans restreindre la généralité, nous pouvons supposer que A est le 


point Z— +1 et l’on a deux cas à examiner selon que « est en A ou 
n’est pas en A. 


36. Premier cas: À est point double répulsif, c'est-à-dire à 1. — 
On peut toujours, comme on l’a fait dans le Chapitre I (vor par 
exemple n° 4, 12, 16, 25) remplacer A par un secteur A’ ou A’ limité 
par deux courbes analytiques invariantes et engendré par les antécé- 
dentes successives d’un même quadrilatère curviligne fondamental 
que nous appellerons A” lorsqu'il est extérieur à € et A’ lorsqu'il est 
extérieur à C. Dans A’ extérieur à €, comme dans A‘, on peut 
supposer (vozr n° 16) qu'il n’y a pas de pôles des R,. 

Montrons d’abord que o(Z) est uniformément borné dans A” ou A’. 
En se reportant au n° 11 du Mémoire cité précédemment (Acta, t. 56). 
on verra que l’on a, uniformément dans A" ou A, 


: avec | € Ê 
fim on Si) en Zo) vec | En |<< a? 


R,(Z) = 2 + es 
I I 
NERO À | 
ni ae mn nas” (== 


I 
» tend vers 


I 2h 5 5 note | 
ofa) désignant une expression qui, divisée par —— 
zéro, pour n== 2, uniformément dans A” ou A’. 


Donc 
Roue mr +o(— 
NE SE an (Re) ne 


et, par suite, 


k 
| R,— Ro | <= 7 


k étant une constante fixe quel que soit Z dans A” ou A. Donc la série 
” k 
o(Z) majorée dans A” ou A, par à 


12e 
A’ ou A". c’est-à-dire 9(Z) << M. 
Considérons maintenant les antécédents successifs Z_,, Zo, ..., 
Zn, .… de Z, dont l’ensemble décrit A’ lorsque Z (intérieur) décrit A’, 


, est uniformément bornée dans 


€ 
€ 
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ou A, lorsque Z (extérieur) décrit À; ona 
g(Z,) =|Z41—4|+ (4), 
@( Zon) == | Zon = Zs | ae |Z_.,—Z|+9(Z). 


Or on peut toujours supposer A’ (ou A,) assez voisin de A pour que 
l’on y ait en tout point de A’ (ou A”), LR(Z) | DS Ss En 
étant le multiplicateur du point répulsif A) et par conséquent 


d I 
77 R= (4) at 
Z_k 
parer Fr | Zk — Lorie |Z_,— Z| 
|Z x — Ly ope a (4) pe CE samara arto 


d'où il résulte, en posant |Z_,— Z| =A,, que l’on a, quel que soit Z 
dans A’ (ou A”) et quel que soit 7, 


À 0 


= I 
CE Amey aay à oy ie oa a moe | 
Dr 


et, par conséquent, quel que soit Z dans A’ (ou A”) onao(s)< MN; 
o(Z) est donc uniformément bornée dans A’ (ou A”) et par conséquent 
dans A. Gaara pa 


37. DEUXIÈME cas : A est lui-méme le point double indifférent, c est-a- 
dire a=1. — Ona ici 


PCS) es et R"(1) #0. 


Il faut d'abord, en vue de l’approximation de A par l'extérieur de €, exa- 
miner comment s'accumulent les poles desR, (antécédents de l'infini), 
au voisinage de A: Or, il résulte d’un théorème que j'ai donné autre- 
fois, comme extension du lemme de Schwarz [voir Mémoure sur 
Vitération (J. de Jordan, 1918, p. 72), ou bien Acta, t. 42, ou 
bien Principes géométriques d'Analyse, 1° Partie, § IV, Chap. IV], 
que tout cercle y tangent extérieurement à € en A se transforme 
par [Z|R(Z)] en domaine intérieur a y tangent à € en A. Par 
suite : il n’y a aucun pôle des R, dans le demi-plan ne contenant 
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pas €, déterminé par la tangente en A à €. Si donc nous considérons 
un secteur quelconque extérieur à © de sommet A de côtés non tangents 
à C, il ne content pas de pôles des R,. Un tel secteur s’appellera A’. 
Un secteur intérieur à € de sommet A, non tangent à C s’appellera A’. 

Lorsque Z reste dans A’ ou A’ il résulte d’une étude élémentaire de 
la convergence uniforme des Z, = R,(Z) vers A (étude que l’on trouvera 
soit dans mon Mémoire du J. de Jordan, 1918, n° 104 et suiv., soit 
dans Fatou, Bull. Soc. math. de France, 1919 et 1920, n° 7, 8, 72, 73) 
que l’on a, uniformément dans A! ou A 


ere (k const.) 


et, d’autre part, à cause du développement de Taylor de R(Z) au voisi- 
nage de A 


Zn —1=R(LZ,) —1=Z,—14+ a(Z,—1)?+..: (25-0), 


ona 
| AGE A Ly < Kk’ | Ln = I ba 


k’ étant une constante fixe, lorsque le rayon des secteurs A’ ou À est 
supposé assez petit. : 
Il en résulte que, quel que soit Z dans A’ ou A, on aura 


k' 


n° 


[R,(Z)—R,,4,(2)| < (k" constante fixe). 

Par suite © (Z) est unitormément borné dans A’ ou A’ et par suite la 
série (1) est, ici encore, uniformément convergente dans A’ et A’ et 
le théorème d’Abel s’étend aux domaines aboutissant en A non tangen- 
tiellement à €. 


38. Remarque. — Des considérations analogues à celles qu’on a déve- 
loppées au paragraphe III du Chapitre I prouvent qu'ici E, est aussi un 
ensemble parfait discontinu dont le complémentaire se compose d’un 
arc y de @ unissant «, point double indifférent, à l’un des deux points 
doubles répulsifs qui l’encadrent sur € [ce point double v. est parfai- 
tement déterminé par R(z)] et de tous les antécédents de l'arc Y. 
L’are + lui-même et tous ses antécédents appartiennent au domaine A, 
de convergence des R, vers «. Il en résulte que les secteurs de conver- 
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gence uniforme de X,,R, peuvent, lorsque leur sommet est choisi 
en w(ou x), contenir à l’intérieur la demi-droite tangente a Pare po 
(ou xu), c’est-à-dire qu’ils peuvent contenir des arcs de € aboutissant 
en y (ou ) et appartenant à l’arc ay. Il en est de même aux antécé- 
dents de x ou de «. Les secteurs relatifs aux autres points doubles 
situés sur @ devront au contraire laisser à l'extérieur les deux. demi- 
tangentes à € en leur sommet. (Il en est de même aux antécédents de 
ces points doubles.) Bien entendu, avec l'hypothèse de la convergence 
de Xa, posée au début de ce Chapitre. 


II. — Substitutions singulières de première espèce. 


a étant le point double indifférent, 


Rate Riess, REx)= D; R* (x) Sen. 


39. Dans le Mémoire des Acta cité au n° 34 nous n’avons pas étudié 
dans ce cas la convergence de la série (1) dans C ou hors de C. Nous 
allons d'abord compléter cette étude. 

Supposons, d’une manière générale, que x soit point double indif- 
férent distinct de l'origine et de l'infint et annulant R’(a), R’(a),..., 
R” (a), avec R?* (4) 0 (voir Fatou, Mémoire cité n° 12). On aura 
alors l'expression asymptotique suivante de Z, = R, (Z uniformément 
valable dans tout domaine intérieur au domaine A, de convergence 
des R, vers « 


Zn 


= Ny 2 

A= Wy Mo Wa +. + Mp Ont Up WRI +..., 
avec 

1 


L 27 
Vv, | nap : : La + C(Z) 4 | 2 
€ ~ 


aetb étant des constantes, C(Z) une fonction holomorphe dans A,, 
I È : va 3 
et €, — 0 (=) dans tout domaine intérieur à A,. 


Un calcul facile prouve que l'on a alors 


r Be LL, uy 
Sa pe he f 4 Po ir M: I es , 
Zn — a + i i fa » sc pe =—— 0 1 ( Ur RO a 
= Le Lee 3 } 
nP ni’ n Pe 
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, . Py a I , | ae ‘ 7 ‘ 
La quantité fe étant en — infiniment petite d'ordre <1 es 
EP 
uniformément à l’intérieur de A,, les y! étant des constantes. 
Par suite, si, en un point © intérieur à A,, la série La, R,(Z) con- 
verge, la série £5, converge, en posant 


bi Ay R,(£). 


Les R,(£) tendant vers 2 Z 0 sont différents de zéro à partir d’un 
certain rang. On a alors 


a by PA Dy 1 < À, at he =A ls hp 0 I j 
i EN es 7 hee oA a ig” le SAC ig te aaa is | ) 
R,(£) Z ; 2 dt aus 

11200 à 212 THE 


les À étant des constantes. 


Lorsque 2h, converge, i/ en est de méme de a quel que soit y positif. 
En effet on a alors 
by == Be Diy avec lim bob = py De 


Donc 


by, es B, a Bra ae B I 1 a B, i, 
NE LS ae Ge PCT Le S| MES | 
n D nN (4 +1) nm’ | 72 


kn a AE) : 
a ay = - +... donc lim re à 
I Vt nm ( n= 
PT: I , il d A d U n Ky 
La série Ÿ —— étant convergente, il en sera de même de DE 


d Dr 
et par conséquent de Ÿ —: 
Lorsque 2h, converge, il en résulte donc que La, converge. 
téciproquement, si Za, converge, il résulte de l'expression 


Fr [A \ 
/ U. p- I 
— PU CE Ay HR 
Mie Se wget. 4 war 
7 Feb 
\ 11 2 


pee a 
et de la convergence de toute série > —(y > 0) que La, R, converge 


uniformément dans tout domaine intérieur à A,. 
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Ya, convergente est donc toujours la condition néecssatre et suf fisante 
pour la convergence de Ea,R,(z) dans A,, cereus d'un point double 
indifférent et distinct de o et de l'æ. 


40. A vrai dire, nous n’avons pas besoin ici, puisque || est toujours 
égal at, d’étudier la convergence de Xa, R, (Z) lorsque «= 0; nous la 
ferons cependant pour compléter l’étude faite dans notre Mémoire des 
Acta précédemment cité. € étant un point distinct (') d’un antécédent 
de a, les R,(¢) sont tous =£ 0. Supposons que xb, = Za,R, (C) soit 
convergente. 

On a ici, en reprenant 

La Wnt powit..., 


vy, [rep + = Ln aa ie C(Z) + ee 


les expressions asymptotiques 


k 


PT L Z 
PL OLR [a <= es + of =)| 


d’où l’on déduit pour Z, 


= 1 n 1 
ne nP np 


Ten ee Lan (no) ae ct) Man?) ra ) 


H, H,, H, étant des fonctions d’un argument holomorphes au voisinage 
de l’origine avec H(o) 0; on a, dans ces conditions, 


y= Di = WP [a(n ?) EP a(n?) + LES i. “*) + 0(at) |, 


les hétant, comme les H, holomorphes autour de l’origine, et h(o)#o. 


(") Il est bien connu que « RPFAREN ici à la frontière de À, (voir mon 
Mémoire sur l'itération). Il n'a donc aucun antécédent intérieur à Ac, tout 
point € intérieur à A, est donc distinct des antécédents de «. 
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Il en résulte que 


s “Japa Ps ee a = Ee a alae a ee 1 ) 


nP nP 


les 8 étant des constantes. 


des j : r b 
La série XO, élant convergente, il en sera de même de D: ae pour 


d Ln : : . : 
y >o et aussi de Do comme on l’a prouvé au n° 12 du Mémoire 


5 


== 


des Acta cité précédemment. Évidemment > Ge converge 
| ue #4 
absolument. 
La convergence de £a, R, (Z) en un point intérieur à A, (quel qu'il 
soit) entraine la convergence de Ÿ “. 
n? 


Réciproquement, si DE — converge, on a 


nP 
anRa(Z) = [H+ Hn, + Sn, + o( 22), 
n fee 
nP 
que l’on peut réduire à 
à Ly Z 
ee a tert + FN ip a ). pr À x Z | 
n n ee 
nP ne n PE 


a a . PRES 
et la convergence de > — entraîne, en vertu de ce qui précède, celle 
nP 


de tous les termes du type De CR aa type D et du type 


a n p n? 


CZ >. R,(Z) converge uniformément dans tout 
nr 

domaine intérieur à A, et même dans tout domaine, intérieur ou non, 

où l’expression asymptotique précédente de Z, est valable uniformé- 

ment. 


La condition nécessaire et suffisante pour la convergence de Ea,R, (Z) 


~ Ri ore. 
- : L HET Et 
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dans le domaine de convergence des R, vers «a —0, où R(o)=0, 
R'(o)=T, R’(0)= SRP (0) 0, RE AD, nest que Ÿ © 

nP 


soit convergente. 


‘ 


Al. Reste à examiner le cas où « — «. 
I 


Pn 
l’expression asymptotique suivante pour les R, (déduite de celle des ¢, 
étudiée au n° 36): 


On aurait en ramenant à à l’origine par Z = 7 RCZ == ath’ R, = 


| 
I 


SRE Re 
He RES o( 3) 
IL s* 


nl 


PE à R,(Z) = 


1 
où H, H,, H, sont des fonctions den ? holomorphes au voisinage de 
l'origine — avec H(o)<o. 
Supposons La, R,(Z) convergente en un point ¢ intérieur à A,; il 
n’est pas (!) alors antécédent de & =o, c’est-à-dire qu’il n’est pas pôle 
des R, et posons a, R, (€) = b,. Il viendra 


= = [us Léa Peas ane H,+ 0 o( 3) | 
n? 
et, par conséquent, 


es + Fe A ee Gr Le = | 


n nr 
nP n 


La convergence de XO, entraine, en raisonnant comme au n° 40 celle 


à 1 
de Xn’a, et réciproquement, la convergence de En’a, entraine 
celle de Xa,R,(Z), uniformément dans tout domaine de A,, ne conte- 
nant pas de pôles des R,, et où l'expression asymptotique ci-dessus 
donnée pour Z, est valable uniformément (en particulier dans tout 
domaine intérieur à A,, 
En définitive, lorsque à = + est point double indifférent de 


EN EN REP SR SPC SR A 


(:) En effet, comme au n°39, & est ici point frontière de A,, donc aucun anté- 
cédent de x n'est intérieur à A,. 
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au voisinage duquel on a le développement de Laurent 


: Pigs 2 
R(Zy=Z ey + 75 + pe free ot pes) 


la condition nécessaire et suffisante pour que la série X a,R, (2) converge 
1 


dans le domaine A, est que Xa, .n” soit convergente. 


42. Il est maintenant aisé de prouver que le théorème d’Abel est, 
ici encore, susceptible d'extension. 

D'abord, « étant en module égal a 1, la convergence de La, (condi- 
tion de convergence de La, R, dans €) entraine celle de Xa, R,(Z) en 
tous les points donbles de [Z|R(Z)] situés sur € (et par suite en tous 
leurs antécédents). A(Z = +71) est supposé l'un d’eux. 


PREMIER CAS : A est point double répulsif, c'est-à-dire % >< 1. — Opérons 
comme au n° 36; tout secteur A aboutissant en A non tangentiellement 
à C sera remplacé par un secteur A’ (ou A, ) engendré par les antécé- 
dents successifs d’un quadrilatère fondamental A” (ou A ). 

On voit d’abord que 9( Z) ==|R,(Z) —R,.,,(Z2)] est uniformément 
borné dans A” (ou A’): On a en effet, uniformément dans A”, et puis- 
que ici l’entier p des n°°*%9 à 41 est égal à 2, 


on eZ 
Ry(Z) =a + =] 1 - Re 2 1,4 o( =) 


\/n nv 0 n 


1 


‘ H, H,, H,, fonctions holomorphes de x *, holomorphes autour de 
l'origine, avec H(0) 40, 
On peut réduire cette expression à 


: Teele À eee nee CZ I ‘i 
Gi) Oe ee Ay be SH +) tof — ) 
Vn V2 2 n TES ie 
D 


a ; : I js k 
les À étant des constantes et of —— | étant en module < —— 


n? 70a 


(k constante arbitrairement petite dès que 7 est assez grand) unifor- 
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mément dans A’ (ou A’). Dans ces conditions, en observant que 


1 


; 2 
1 I CS 
a nea STRESS (145) est d'ordre — en —; 
Vn Vn CENT Va n 2 és 
que 
I I : I 
— est d'ordre 2 en —; y 
n on+t n 
que 
à L(n +1 cas à I ae ASS 
Dre Nae, est d'ordre supérieur à 2 —e en — (e arbitrairement petit), 
n Iya he 


on voit que |R,—R,.,| est, par rapport à un infiniment petit 


3 6 | ; à 
d'ordre =“ Par suite Z|R, —R,,,| est uniformément convergente dans 


A" (ou A’) et y représente une fonction © (Z) bornée. La démonstration 
s'achève comme à la fin du n° 36 et prouve la convergence uniforme 
de Za,R, (Z) dans tout le secteur A’ (ou A’) et par conséquent dans A 
(ou A,), c'est-à-dire l'extension du théorème d’Abel. 


Devxiime cas: A est point double indifférent, c’est-à-dire a = +1. — 
Reportons-nous au n° 37. On voit d’abord comme au n° 37 qu’il n’y a 
aucun pôle des R, dans le demi-plan ne contenant pas € déterminé par 
la tangente en A à €. Nous considérerons un secteur quelconque de 
sommet A de côtés non tangents à C. S'il est intérieur à € nous l’ap- 
pelons A’; s'il est extérieur à €, il ne contient pas de pôles des R, et 
nous l’appelons A,. On verra en se reportant aux sources indiquées au 


n° 37, que l’on a ici, uniformément dans A’ ou A’, |R,(Z)—1| < Le 
< in 


d'autre part, le développement de R(Z)— 1 en puissances de Z—1 
donne ici 


Liga les R(Z,) nn / a(Zn— 1} +... (420): 


On a donc 
| Ris LE R, | < K' 


Zn ee 1)" 


Hnnets 7 x i% of agén: - 
h constante fixe, dès que |Z, —1| est assez petit on a done alors, quel 
que soit Z dans A’ ou A, (supposés de rayon assez petit }, 


| Raa — Ra l= iat 


~ 


3 
3 
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Il en résulte que 9(Z) est majoré dans A’ ou A’ par la série conver- 


k" : fo A she E 
gente d =; par conséquent © (Z) est borné et la série (1) est unifor- 
mn? 


mément convergente dans A’ ou A’, c’est-à-dire qu'ici encore l’exten- 
sion du théorème d’Abel à la série (1) est assuré. La propriété s'étend 
à tous les antécédents de A, lesquels sont, ici, partout denses sur €, 
puisque E, se confond ici avee €, comme pour les substitutions régu- 
lières de première espèce. 


TABLE DES MATIÈRES 


DU TOME QUARANTE-HUITIÈME. 


Fonctions continues sans dérivées formées avec les itérées d'une fraction 
rationnelle ; par M. Gaston Julia 


CC ee ns sms 


Sur quelques majorantes utiles dans la théorie des fonctions analytiques en 
harmoniques; par M. Gaston Julia 


nn + 


Sur les fonctions d’une variable réelle qui admettent un théorème d’addi- 
tion algébrique; par M. Paul Montel 


nn nn 


Sur l'application d'équations intégro-différentielles à l'étude des singula- 


Pages. 


65 


rités de certains champs scalaires et sur divers problèmes linéaires 


propices a l'étude de la causalité topologique; par M. Georges Bouli- 


Étude de l'équation de la chaleur Au =c(M) u(M), c(M) 20 au voisinage 
d’un point singulier du coefficient; par M. Marcel Brelot 


CCC 


Recherches sur quelques problèmes relatifs aux polynomes et aux fonctions 
bornées d'une variable complexe; par M. Jean Dieudonné 


ss... 


Surfaces de Voss-Guichard; par M. Bertrand Gambier 


envie et ereve sells (sisiib) sets dre 


Sur certaines congruences normales dans leurs relations avec les surfaces 
a courbure totale constante et leurs transformations; par M. P. Vin- 
DSO Sys eet a. oa RP I ROSE RIDA Par pati Re Tee iC nae ar 


Mémoire sur l’extension du théorème d’A bel aux séries d’itérées > An Rn(&); 


par M. Gaston ANRT SL LEE Bey eck CE RE PER RCE 


Ann. Fe, Norm., (3), XLVIIL. — DécemBre 1931. 63 


Ke : £ ‘ i 
F j d i 


ARIS. — IMPRIMERIE GAUTHIER-VILLARS ET Cie 


Quai des Grands-Augustins, SN MR 


| 91000 


